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Une question que se pose un joueur de cartes est de savoir combien de fois il est nécessaire de battire
les cartes pour que le paquet soit convenablement mélangé. Ce probléme déerit un procédé tres élémentaire
pour mélanger les cartes et propose de répondre alors & cette question.

Considérons un jeu de N cartes numérotées de C; & Cn et disposées en un paquet sur une table. Un
joueur bat les cartes et repose le paquet sur la table. Le résultat du mélange est une permutation de ces N
cartes.

Notations et Rappel: on note Sy l'ensemble des permutations possibles pour ce paquet de N cartes et
on rappelle que card(Sy) = N!

On se place dans un espace probabilisé {Q2,.4,P) avec O = Sy, A = P(Sy) 'ensemble des parties de
Sn et P I'équiprobabilité sur Q2. Pour toute variable aléatoire X on notera E(X) et V(X) I'espérance et la
variance de X lorsqu’elles existent.

On considére qu'un paquet est convenablement mélangé lorsque toutes les permutations sont équiprobables,
c'est-a-dire lorsque pour toute permutation ¢ de Sy la probabilité que le tas de cartes se trouve dans la
configuration & vaut 1/N!
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Vocabulaire et notations:

Une carte située au sommet de la pile est dite en position n°I, celle qui se trouve immeédiatement en dessous
est dite en position n°2, etc. Ainsi une carte située en position n°N désigne la carte située en bas de la pile.
On prendra garde & bien distinguer la position d'une carte dans le paquet du numéro qu’elle porte.

Partons d'un tas de cartes rangées initialement dans Pordre suivant
pour tout i élément de [1,N], la carte C; se trouve en position i.

Ainsi, & l'instant initial, }a carte C} se trouve sur le dessus du paquet alors que Cpn se trouve donc tout en
dessous du paquet.

Pour k élément de [1,N], on appelle insertion ¢ la k-iéme place I'opération qui consiste & prendre la
carte située au-dessus du paquet et & Vinsérer entre la k-itme et la (k + 1)-itme place. Une insertion 4 la
premiére place ne change pas 'ordre des cartes. Une insertion & la N-iéme place consiste & faire glisser la
carte située au-dessus du paquet pour la mettre sous le paquet.

Le battage par insertions du jeu de cartes consiste & effectuer une suite d’insertions aléatoires, en choi-

sissant, & chaque instant, au hasard uniformément dans {1,---,N} la place & laquelle I'insertion a lieu,
indépendamment des insertions précédentes.
Les instants successifs d'insertions seront notées 1,2,...,n,..., instant initial est n = 0.

Notations. Nous notons:

s T le premier instant oil la carte située sur le dessus du paquet est glissée en derniére position, c'est-
a-dire le premier instant ol la carte Cy se trouve remontée de la position N a la position N — 1,

o T% le premier instant ot la carte Cv se trouve remontée en position IV ~ 2,

e et plus généralement, pour i dans [1,N — 1], T; le premier instant ot la carte Cy atteint la position
N -1,

o On posera également Ay =Ty etVie 2N~ 1], Ay =T; - T,_1.

e Enfin, on notera T = Tx_1 -+ 1.

On admet que les conditions de 'expérience permettent de faire I’hypothése que les variables aléatoires
{Ai)ief1,n-1) sont indépendantes.

Description d’un exemple. Dans le tableau ci-dessous, nous décrivons les résultats d’une expérience faite
sur un paquet de N = 4 cartes. La premitre ligne du tableau indique les instants n, la deuxiéme ligne indique
les positions d'insertions, et dans la derniere ligne figure la configuration du paquet a l'instant n.

instant n | 0 1 2 3 4 5 6 7

insertion en place k 3 2 4 1 3 4 2

Configuration position1 [ O O3 Cs Ca Cy C1 Ci Ch
du position2 | Cy C3 C; C1 €1 Cy C2 Cy
paquet position3 | O3 C1 €1 Cy Cy Ca Cz €3
positiond |Cy Cy Cy Ci C3 Cy C1 €

Pour cette expérience, on a les résultats T3 (w) = 3, Ta(w) =5 et T3(w) =6 et T(w) =T.

Partie 1 - Description et premiers résultats
1) Justifier que Vi € 2N - 1] T; = A; + Aa + - + Ay
Que représente l'intervalle de temps A;?
2) Loi de 4.
Déterminer pour tout entier n € N, P(A) > n) et reconnaitre la loi de A;.
3) Soit ¢ € [2,N —1]. Loi de A,.

(a) Etablir que pour tout entier n € N, on a P(A; > n) = (%)1rl En déduire gue A; suit une loi
usuelle que l'on précisera.
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(b) En déduire E{A;) = % et V{(A;)=N
4) Loi de Ty. Soit n > 2.

(a) Démontrer que P(Th =n) = ZP (Ag=n—-K)P(A; = k).

ustifier ueﬂﬁ 1;1& = - lﬂnlv .
o mr e & (330) = (- 5) | (=2)
(c) En déduire que 'on a: P(Ty = n) = £ [(1 - %)n‘l -(1- %)n_l].

5) A Dinstant Ty, la carte Cy est située en position N — 2 et deux cartes se trouvent sous elle qui ont été
insérées aux instants Ty et To.
Que valent alors les probabilités, qu'a l'instant Ty ;

(a) la carte insérée A 'instant 77 soit en place N —~ 1 et celle insérée & l'instant 75 en place N7
(b} la carte insérée & D'instant Ty soit en place N — 1 et celle insérée A I'instant T3 en place N7
6) A Vinstant T3, la carte Uy est située en position N — 3 et trois cartes, insérées aux instants Ty, T5 et
T, se trouvent sous elle. On note alors, pour ¢ € {1,2,3}, a; la position de la carte ayant été insérée &
Iinstant 7.
(a) Combien y a-t-il de résultats possibles pour le triplet (aj,as2,a3)7
(b) Quelques exemples. Donner les probabilités qu'a 'instant T3 :
i) on obtienne (e1,89,a3) = (N — 2,N - 1,N)7
ii} on obtienne (a;,a3,a3) = (N —2,N,N - 1}7

7) Justifier la phrase suivante:

"A partir de Vinstant T, toutes les configurations du jeu de cartes sont équiprobables.”

On retiendra que si on arréle le battage des cartes par insertion ezactement o linstant T, on a un
paguet convenablement mélangé. Cependant le temps T étant aléaloire, i n'est pas possible d’arréter
de batire les cartes & cet instant précis, ¢ moins de marguer lo carte Cy bien sur!

Partie 2 - Estimation du nombre d’insertions pour bien mélanger les cartes

Notations : on introduit les suites (Hp)n>1 €t (tn)nen- définies par:

Yn>1 anz:%etun:Hn—ln(n)

8) Espérance et variance de T'

N
1
Justifier que E(T} = NHy et que V(T) = N? (Z ﬁ) — NHy.
k=1

9) Etude de la suite (u,)

(a) Montrer que pour tout entier ¥ > 1, on a

k41
L[
k+17J, t ~k
{b) En déduire successivement :

i) la décroissance de la suite (uy),

ii) I'encadrement: ¥n € N*, In(n+ 1) < H, <In(n)+ 1.

(c) Déduire de ce qui précéde que la suite (un) est convergente et que sa limite, notée v appartient
3 [0,1].

10) (a) Etablir que E{T") v NIn(N) et E(T) = NIn(N) + Ny +o(N).

b 00
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