Corrigé EML 2007 par Pierre Veuillez

Préliminaire

On donne

10,69 <In2 < 0,70.

On considere 'application :

g:10;+00[ =R, z+g(z)=2"+Inz

1. g est continue et dérivable sur ]0; +oo[ (somme de fonctions continues) et ¢’ (z) = 22+ < > 0

En0O:g(x)=2°>+Inz — —occ et en +00: g(r) =22+ Inx — +00

Conclusion : | g est continue et strictement croissante sur |0; +o00|

2. g est donc bijective de ]0; +o00[ dans ]limg g; lim; g[ = R

Comme 0 € R alors

Conclusion : |1'équation g (z) = 0, admet une solution et une seule.

On note a I'unique solution de cette équation.
3.0nag(3)=3+In(3) =0,25—-In(2) <0 car 0,69 <In2 < 0,70
etg(l)=1+Inl=1
Donc g (3) < g (@) < g(1) et comme g est strictement croissante sur ]0; +oo[ et que 3, a et 1
en sont éléments

Conclusion : % <a<l1

Partie A
On note I = [%, 1] et on considere 'application :
1, 1
f:I—-R, z—f(r)=2r—-2"—-Ilnzx
4 4
1. a) f est dérivable sur [ et
1 1
/
— 1—Zgp——
_ dr— 202 — 1
N 4o
avec —2x2 + 4r — 1 du second degré de discriminant : A = 16 — 8 = 8 et pour racines :
x1:%§:1+%§>1etx2:1—‘§<%
Donc —2z% + 4z — 1 > 0 (signe opposé & —2) sur |xg; z;[ et donc sur T
Conclusion : ’ f est strictement croissante sur [ ‘
b) On peut remarque que f (z) —z = —1g (z) donc
z % o 1
g (z) -/ 0 /" +
[IOET: ¥ -
fla)>x flr)=2 [f(z)<z
Doglc f(3) > % et f(1) < 1 et comme f est strictement croissante sur [1, 1] alors
/ (5) < f(1)
Conclusion : |3 < f(3) < f(1) <1
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c¢) Et comme f est strictement croissante sur [1,1],si 2 <z <lalors f (1) < f(2) < f(1)
et 1< f(a) < F(1)
dot f(z) € 1
Conclusion : |Vx € I, f(z) € 1.

2. On considere la suite réelle (u,),, oy définie par up = 1 et, pour tout n € N, wq1 = f (uy).

a) Onauy =1-1=3

b) En utilisant que Vo € I, f(x) € I, par récurrence :
—ug €1
— Soit n € N tel que u,, € I alors f (u,) € I et u,q € 1

Conclusion : |pour tout n € N : u,, € I‘

c¢) Pour utiliser le signe de f (z) — x, il faudrait montrer tout d’abord que u, > «.
Ici, on montre par récurrence :
—u = % < ug
— Soit n € N tel que u,, > u,4q alors f(u,) > f(uy41) car f est strictement décroissante
sur I et que u, et u,; en sont éléments.
Donc 11 > tpio

Conclusion : | (un),cy €st décroissante

d) La suite u est donc décroissante et minorée par % donc elle est convergente vers une limite

L.

CommepourtoutnEN:%Sunglalorségfgl.

Donc f est continue en £ et f (¢) = ¢.

Orpowrzel: f(z)—z=—3g(z)donc f(z) —2=0<=g(2) =0<= =0

Conclusion : | (uy), oy converge et sa limite est le réel a.

Partie B
On considere 'application :
F:RI xR—=R, (z,y)— F(z,y)=x¢e"+y Inz

1. a) Les fonctions coordonées (z,y) — z est C* sur R? donc (z,y) — Inz est C' en z > 0
donc sur R} x R

et F est O! sur R? comme somme de fonctions C!, et on a :

oF Y
il — oy 2
5 () e+~

OF

a—y(x,y) = ze'+1Inx

b) (z,y) est un point critique si et seulement si 2 (z,y) = 0 et &£ , (@,y) =0

e +4=0
zey+Ine=0 Ly—xl,
e +2=0
ln:v—y—()

{
{50
{

[ A

22 +1In(z) =0
y—lnx
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qui a pour unique solution dans r = «a et y = In ()

Conclusion : |le seul point critique de F' est (a,In («)).

2. F est de classe C? sur R% x R et

_ 82_F( )f_i
r ox? V7’ x?
0’F
— — oY
5 D90 (x,y) =€+
0*F
- — oY
t e (.y)=we

et au point critique on a (o, In («)) on a

ro o= - o2
1
s = a+ —
«
t = o

et

rt—s* = —In(a)— (a+l>2

= ——2—2<Ocara2+lna:0
o

Conclusion : |sur I'ouvert R} x R, I’ n’a pas d’extremum local donc a fortiori, global.
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