Corrigé HEC 2000 par Pierre Veuillez
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1. La fonction t — est continue sur [1,+oo[ donc f Zdt ne pose de probleme de

convergence qu’en +o00. Or pour ¢ et x positifs, tlitz > 0.

Et comme, pour x strictement positifs, t* est négligeable devant (em/ Q)t quand ¢ tend vers +o0,

k_,—xt k,—zt/2 _ ;e —
Lo = te /2 est négligeable devant e /2.
Ty’ M _tx/2 _ 2 —tx/2 _ 2 -mzx/2 | 2 _—z/2 2 —x/2
Or l'intégrale fl e = [ Ze ]t L= —3e + Ze — e converge. Donc

m——+00

par comparaison d’intégrales de fonctions positives, L™ gt converge.

1+t5

N.B. le théoreme de comparaison par négligeable n’est pas au programme Il aurait donc fallut

. thewt/2 the—=t/2 —2t/2 )2 —xt/2
Passer par: s — 0 donc pour t suffisamment grand, — T =1 donc £ e <e
et procéder ensuite par comparaison.
k 7Ot k k—5
Pour z = 0, ¢ =t =t ~  thh,
1+t5 14¢° (I+1/t%) i oo

Donc par comparaison d’intégrales de fonctions positives, pour k£ > 4, l'intégrale diverge et
pour k < 4, elle converge.

2. On ne sait pas dériver sous l'intégrale (seulement en intégrant par parties). C’est d’ailleurs
I'objet de cet exercice. On revient donc a la définition du sens de variation d’une fonction: si
z <y alors f(z) > f(y)

Soient x < y deux réels supérieurs a 0.

On a pour tout t > 1, to < ty , —tx > —ty et comme la fonction exp est croissante sur R ,
—tx —t

e > e W,

Donc ¢ 1+t5 > fﬁt’; > 0. Et f e <t > f e < dt > 0 car les bornes sont en ordre croissant. Donc

si0 <z <y alors F(x )>F( ) > 0.
a) Conclusion: F' est une fonction strictement positive, décroissante

Pour la limite, comme on ne sait pas calculer I'intégrale, on majore d’abord la fonction (en
conservant une fonction dont I'intégrale converge):

Pour t > 1, on a 1+t > 1 et comme la fonction inverse est décroissante sur |0, +oo[ et que 1

et 1+t en sont éléments,,lﬂ5 < 1. Enfin e *" > 0 donc

e—xt

1+ se

—xt

M _ _
Or [[" e7'™dt = [—1e tx]tzl z€ Moo ©

% tk 7xt X
/ / xtdt —x
1

1

[e @]
M _ _ _ _
—1le MI+ leme —  lem@ = [e7*dt donc comme les bornes
1

sont en ordre croissant,

On adonc: 0 < F(z) <2e® — 0 et par encadrement (et non par majoration)
T——+00

lim F(x)=0

r—+00
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3. a) On ne sait pas résoudre une telle inégalité, on passe donc par le sens de variation de la
différence. (|z| <y < —y <z <y). Par apport a h car c’est lui qui apparait le moins
dans les exponentielles.

—t(z+h —tx —tx t?h? —tx _ —tx —th t2h?
On a e toHh) — g7t 4 ¢ pelo — Lhemte — ot (e ¢ —1+th—T>.
Soit la fonction G définie par: G(z) =e* — 1+ 2z — %
G est dérivable sur R et G'(z) = —e ™ + 1 — z.
G’ est dérivable sur R et G (2) = e — 1 < 0. pour z > 0 car e * < ¢!
Donc G' est décroissante sur [0, +oo[. Or G’ (0) = 0 donc G’ < 0 sur [0, +o0.
Donc G est décroissante sur |0, +oo[. Et comme G(0) =0, G < 0 sur [0, +o0].
Pourt>0et h>0onaz=th>0donc e t@th) —e-tx 4 ¢ p e~tr _ %e’m <0
Donc e H@th) _e=te 4 ¢ p et < #e_m. pour tout A >0, t > 0 et x réel.
De méme, avec H(z) =e* — 1+ z, on trouve H'(z) = —e >+ 1> 0 pour z > 0
Donc H est croissante sur [0, +oo[ et comme H (0) = 0, H est positive.
Donc pour t > 0 et h >0, e H#th) — =tz 4 ¢ e @ >
Finalement, pour tout réel ¢ > 0, tout réel x et tout réel A > 0, on a:
272
|e—t(x+h) . e—tz +th e—tz| < t; e—tx
b) e~ tath) _ o—tr ¢ po—tr _ #6—t(x+h) _ e—t(m+h)(1 —eth 4+t heth — %)
Soit G(z) =1 —e* + ze* — é
G est dérivable sur R et G'(z) = ze* —z =z (e* — 1).
Or pour z < 0,e* < e’ =1 donc G’ > 0 sur | — 00,0] et G y est croissante.
Comme G (0) = 0, on a alors G < 0 sur | — 00, 0].
Donc pourt >0et h<0avec z=t.h<0ona
t2h?
eft(x+h) _ el +th et 5 e*t(ﬂ?ﬁ’h) <0
et
t2h?
eft(:erh) _ et +th et < 67t(x+h)
- 2
Soit H(z) =1 — e* + ze”.
H est dérivable sur R et H'(z) = ze* < 0 sur | — oo, 0].
Donc H est décroissante sur | — 0o, 0]. Comme H (0) =0, on a H > 0 sur | — 00, 0].
Donc pourt >0et h<0avec z=t.h<0ona
0< e—t(a}-‘rh) . e—t:c +th e—t:c
et finalement
t*h?
eft(erh) _ el +th eftx‘ < eft(erh)
¢) Orpourt >0,2>0etx+h>0,ona—tr<0donce ™ <1et—t(x+h)<0 donc
e~!=+h) < 1. Si bien que, pour h positif ou négatif on a |e*t(z+h) —e w4 th e*t’”{ < %
On remarque d’abord que toutes les intégrales ci dessous convergent:
2 1 1 x 2h2
En effet litf, = FOUE Y, F > 0 donc lfmmf converge.
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L’intégrale te L dt a été traitée au 1).

1+t5
Enfin pour z 2 Oet x+h >0, F(z)et F(xz+ h)sont définie.
i te % eft(erh) i ftx
F h) h = dt —
(z+h) )+ /1+ / 1+ 15 / N
1 1 1

dt| bornes croissantes

0o
/ e—t(x—l—h) _ et T+ th et
1+t5

1

i —t(z+h) _ —tx —tx % 21,2
< / e e +the dtg/ t“h it
14t 2(1+t°)
1 1
D’ou finalement,
7 te—xt h2 3 t2
F h)— F h dt| < — t
(z+h) = F) + /1+t5 =79 /1+t5

1 1

d) En factorisant puis divisant par |h| > 0 I'inégalité précédente, on retrouve le taux d’accroissement:

F(m+h)—F(m)+/t6xt |h|/ S0
h L+ |~ 1+t5 h—>0

1

F(z+h)—F ()
W —|—

™ 3t tend vers 0 et FEHN=F@) (e gy

Donc par encadrement 1 +t5 h hop J 1+
1 1

tefzt

140
1

dt

Conclusion: F est dérivable en z et F' (z) =

La dérivation a pu se faire a l'intérieur de l'intégrale.

Remarque: Le fait que x soit positif ne servait pas dans les inégalités mais seulement
pour la convergence des intégrales. En 0 on n’obtient que la dérivée a droite: comme
x4+ h > 0, on n’a pas les inégalités pour h < 0.

4. Onavuquepourt >0,z >0etz+h>0,on avait |e (@+h) _ *tx—i—the*tﬂ < %
Donc |te (@t+h) _ pe—tz 4 2pe—tr| < %

o0
t2e—zt

. ;s . F'(z+h)—F'(z) h2
En procédant comme précédemment, on obtient | —————= + 1[ T dt| < f

1+t5

Il faut noter que cette intégrale converge encore car
ainsi une fois de plus.

1+t5 }2 On ne pourra donc pas procéder

F'(z+h)—F'(x) _ oot2e’“dt'

Donc par encadrement A o B
1

Finalement F’ est dérivable sur [0, +oo[ et F”(x) = ti +t5 “dt
1
5. On se propose de montrer que la fonction In(F') est convexe.

a) aX? + 20\ + ¢ est un polynome de degré 2 en \. Donc §'il est positif ou nul pour tout A
c’est que son discriminant est négatif ou nul. i.e. si (2b)* — 4ac < 0; Alors ac — b > 0.

Is017-c Page 3/ 4



b) Comme F > 0, la fonction f = In(F") est deux fois dérivable sur [0, +oo[ et

F F”F—(F’)2
/_ »
f= F’ et f7 = 2

Aveca = F”,c= F et b= F’ on reconnait ac — b.
On considere donc

N2 42N+ 1) e
141

P(\) = N2F7 (z) + 2A\F' (z) + F(z) = / (

(At41)Ze—=t
car /%

Donc F”"F — (F')* = ac—b* > 0 et pour tout = > 0, f” > 0. Donc f = In (F) est convexe.

> 0 et que les bornes sont en ordre croissant.
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