Corrigé EML 2007 par Pierre Veuillez
On considére la matrice carrée d’ordre trois suivante :

1 1

0 3 3

1 1

A:202
1 1

7 3 0

1. A est une matrice symétrique, donc diagonalisable.

2. On détermine les éléments propres de A :
. —ax+iy+32=0 Li+2aly, — Ly
A-al)| y | =0« %a:—ay—i—%z:() Ly — Ly

z %x+%y—a2=0 Ls— 1Ly — Ls

st—ay+32=0

= (1)q G20 y+(;+a)z=0

(+a)y-(+a)z=0

%x—l—(—a—i—%)z:O
~Sia#—jalos i +a#0et (1) <= (2)¢ (14+a—202)z2=0
y==z

On détermine les racine de 1 +a —2a? : A =1 +8 = 9 et les racines sont : o; = %f’ = —%
(exclus ici) et ap = =2 =1

x=0
— Side plus a # 1 alors (2) <= ¢ 2z =0 et a n’est pas valeur propre.

Yy==z

) %az — %z =0
- Si =1 alors (2) < =S r=y=2=2
Y=z

et donc 1 est valeur propre associé au sous espace propre E; = Vect ((1,1,1)) de base
((1,1,1)) (génératrice et libre )
et donc dim (E;) =1
~Sia#—3 alors (1) <= 30+ 3y+32=0=z=—a—y

et donc —% est valeur propre associé au sous espace propre E_ 1= Vect ((1,0,—1),(0,1,—1))

écriture qui ne conviendra pas pour la matrice de passage demandé ...

()<= z=—-y—zet E_1 = Vect ((1,-1,0),(1,0,-1))

La famille ((1,—1,0),(1,0,—1)) est libre car échelonnée

C’est donc une base de E_%. et dim (E_%> =2
La somme des dimensions des sous espaces propres étant 3, la matrice A d’ordre 3 est diago-

nalisable et la concaténation
B=((1,1,1),(1,-1,0),(1,0,—1)) des bases des sous espaces propres forme une base de R3.

1 1 1 1 0 0
Soit P= |1 —1 0 | lamatricede passage de la base canonique dans Bet D = | 0 _Tl 0
1 0 -1 0 0o =

2
P a bien les 2 premiéres lignes demandées et est inversible -matrice de passage- et symétrique.
Onaalors A=A=P D P!
On calcule I'inverse de P :

x a r+ytz=a r+r—b+r—c=a
Ply|l=1]2Vb ]| r—y=5b <= y=x—>b
z c r—z=c z=x—c
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__ atbtc

rT="3 x 1 1
= =02 |y -2 1
z = wtbo2e 2 1 -2
1 1 1
Donc P71 = 3 1 —2 1 | (que 'on prend soin de vérifier sur P- P~! =1)
1 1 -2
Plus rapide (http ://baudrandmaths.free.fr/) On nous demande une matrice de premiéres
1 1 1
lignes [1 —1 0| et symétrique.
777
1 1 1
Donc P= |1 —1 0| . Etil ne reste qu’a tester les deux premiéres colonnes et a trouver le
1 0 7
dernier coefficient de la troisiéme :
1 1
A[1] =11] donc 1 valeur propre et (1,1, 1) vecteur prorpe associé.
1 1
1 —1/2 1 1
J— J— ., N _1
Al-1]=1 1/2 | = 5 —1] et (1,—1,0) est vecteur propre associé a %
0 0 0
1 1 %z =« —% =«
AlO0] =a (0] %4—%2’:0 <= (¢ z=-1 donc —% est valeur propre et (1,0, —1)
1 - 1_ 1
z V4 5 = az 5 =73

est un vecteur propre associé.

Reste a justifier que I'on a une base formée de vecteurs propres :

— Par le théoreme CNS, il faut la dimension de chaque sous espace propre, alors que 'on a
juste des vecteurs de ces sous espaces (et non une base de chacun).
((1,-1,0),(1,0,—1)) est libre donc la dimension du sous espace associé & S est au moins
de 2
et celle du sous espace associé a 1 est au moins de 1.
Comme la siomme des dimensions des sous espaces propres est inférieurre a 3, ces dimensions
sont donc dim F/; = 1 et dim Ef% = 2 et on a donc une base de chacun.
Et la juxtaposition des bases forme une base de R®* (CNS)

— On montre directement que la famille B =((1,1,1),(1,—1,0),(1,0,—1)) est une base en
montrant qu’elle est libre de 3 vecteurs de R3 :
Sia(l,1,1)+8(1,-1,0) +~v(1,0,—1) =0 alors ... alors a = =7 =0

3. On a alors, pour tout n € N* et méme dans N :

A" = pDpD"p!

. 1 0 . 0 1 1 1
= ZP|0G) 0 1 -2
o o (F)/\1 1 -2
. 1 1 1 1 . 1 . 1 .
= 5[ -1 o ((71)” 250 (F)
Lo - \EF) ) -20)
1+2(3)" 1-(3)" 1-(3)
= =@ @) - @)
1-(3)" 1-(3)" 1+2(3)"
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(Que 'on vérifie pour n =0et n=1)
. Soient ug, vg, wy trois nombres réels positifs ou nuls tels que ug + vy + wy = 1.

Uo U,
On note Xy = | vo | et, pour tout n € N*, X,, = | v,
Wo Wn,

relation de récurrence : X,, = A X,,_1.

a) La suite X est géométrique matricielle de raison A donc, pour tout n € N :

la matrice colonne définie par la

X, =A"X,

b) On a donc pour tout n € N (la formule de A™ étant également vraie pour n =0 )

W\ (12 1@ =@ g
o | =g 1-G) 1+2(5)" 1-(5) v
Wn 1-(3)" 1-(3)" 1+2(3)") \wo
X (1= (3H)") (uo +vo +wo) +3(F)" uo
= 3 (1—(3H)") (wo +vo+wo) +3(F)" vo
(1 — (’71)”) (uo 4+ vo + wp) + 3 (%l)nwo
G
= 2| 1-(5)" +3(5)
1= (F)" +3(F)" wo

( 1 1 1\"
e ()
1 1 1\"
et donc Un 3 + (Uo - 5) <—§)
1
3

1\"
2

Conclusion :

On note, pour tout n € N: d,, = \/(un —u)* + (v, —v)* + (w, — w)’
d) On a

4 =

- ) ) (o) (3]

(=5 ()T +[(+-9) ()T +[(o-5)(

3

Et comme Soient ug, vg, wp trois nombres réels positifs ou nuls tels que ug 4+ vg + wo = 1.

alors 0 < ug = 1— (v0+w0)§1et%2§%§uo—§§§
Donc (uo— %)2 < % et de méme pour (UO— %)2 et (vo— —)2.

aDRICEHIRICEDIES B

Finalement d2 < (3) 2y

W=

Donc (u

1

Conclusion :

e) Comme 27 =

Conclusion :

pour tout n € N:d, < S

128 alors pour n = 8 on a 2" ' = 128 et dg < 1072

pour n = 8 on a bien dg < 1072
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