Corrigé EDHEC 2004 par Pierre Veuillez

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On lance n fois une piece équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité et face également
avec la probabilité ), les lancers étant supposés indépendants.
On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si I’on n’obtient aucun pile pendant ces n lancers et qui,
dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier pile.

1.

a) Le premier pile advient au plus t6t au premier tirage et au plus tard au n™¢ lancer. Enfin,

b)

si 'on n’a pas de pile, Z = 0.
Donc les valeurs possibles de Z sont : Z () = [[0, n]]

Sik #0 (doncsi 1 <k <n) alors (Z = k) signifie que 1’on a le premier pile lors du k*me

lancer.
Donc (Z:k) :FlszmﬂkalﬂPk

Les lancers étant indépendants, P (Z = k) = P (Fy) P(F,)... P (Fy_1) P (Py) = (%)k si

1<k <n.

Enfin si £ = 0 alors Z = 0 signifie que 'on a pas eu de pile lors de ces n lancers.

Ce qui est cohérent avec une loi de variable aléatoire.

Dans le programme, k est le compteur de lancers, et Z la variable aléatoire.

On effectue des lancers jusqu’a ce que l'on ait pile (lancer = 1) ou que l'on ait effectué

n lancers or (k = n).

Si on obtient pile, (lancer = 1) alors Z est affecté du nombre de lancers effectués (z :

k), sinon, il conserve sa valeur initiale (z := 0)

Enfin, le nombre maximal de lancer n est saisit au clavier par Readln(n).
Program EDHEC2004 ;

var k, n, z, lancer : integer ;

Begin

Randomize ;
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Readln(n) ; k :=0 ; z := 0 ;
Repeat

k :=k + 1 ; lancer := random(2) ;
If (lancer = 1) then z := k ;
until (lancer = 1) or (k = n) ;
Writeln (z) ;

end.

On dispose de n+1 urnes Uy, Uy, ..., U, telles que pour tout k de {0, 1, ..., n} 'urne Uy, contient
k boules blanches et n — k boules noires.

On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes de la facon suivante
. si apres les lancers de la piece décrits dans la premiere question, la variable Z prend la valeur
k (avec k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k boules dans I'urne Uy et I'on note
X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues a l’issue de ces tirages. Si
la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.

2. Au minimum, on a X = 0 (quand on a Z = 0 ou quand on n’obtient aucune boule blanche) au
maximum, on fait n tirages (quand Z = n) dans 'urne n qui contient n boules blanches.

Donc,on obtient au minimum, X = 0 boules blanches et au maximum, on a X = n, toutes les
valeurs intermédiaires étant possibles.

Et X (©2) = [[0, n]]

3. a) Quand Z=0,ona X =0donc Pz (X =0)=1et Pzo(X =4)=0s11<i<n.

b) Quand Z = n, on effectue n tirages dans 1'urne n qui ne contient n boules blanches et 0
boules noires. On obtiendra donc n boules blanches.

DoncPy_, (X =n)=1let Pz_, (X =i)si0<i<n-—1.

c) Quand Z =k (1 < k < n—1) on effectue k tirages indépendants dans I'urne k qui contient
k boules blanches et n — k noires. Les boules étant équiprobables, la probabilité d’obtenir
une blanche et de k/n a chaque tirage.

Donc le nombre de boules blanche obtenues suit une loi binomiales, B (k, k/n)

) n

Pry (X =1i) = ( b ) ()" (=5)"" 50 < i < ket Pyey (X =) = 0 sinon.
4. a) On connait les probabilités conditionnelles Pz_; (X = 0) et on veut la probabilité P (X = 0).

On utilise donc la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(Z=k)

ke[[0,n]]

X =0)= 3 Pry(X =0) P(Z =R

Comme on a des formules particulieres pour £ = 0 et k = n, on les traite a part :
n—1

P(X =0)=Ps—g(X =0) P(Z=0)4Ps— (X =0) P(Z=n)+> Pz (X =0) P(Z=k)
k=1

Les valeurs Pz_o (X =0), P(Z=0), P;—, (X =0)et P(Z =n) ont déja été calculées.
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Dans la somme, on a 0 < k avec k > 1 donc Pz_ (X = 0) est donnée par la loi binomiale.
n n—1 0 k k
1 k k n—=k 1
X=0 = 1-(= 0P (Z = — =
p=0 = (g) worz=n+ 3 (5) () (5) )
n—1 k
1 n—=k
- ()
k=1
n—1 k
1 n—=k
- 5+ 2%
k=1
b) Pour X = n, on ne peut obtenir n boules blanches qu’en faisant n tirages, donc si Z = n.

Donc (X =n)=(Z=nnNX =n)

Comme on a X = n dés que Z = n (dans l'urne n, il n’y a que des boules blanches)
(X =n)=(Z=n)
Donc

P(X=n)=p(Z=n)=—

2n

¢) Pour tout i de {1,2,...,m — 1}, on réutilise la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements (Z = k).,

avec, la encore, les valeurs k = 0 et n a traiter a part et Py—j (X =) est sinon donné par
la loi binomiale, donc avec deux formules différentes pour k > i et k < i (a exprimer par
rapport a k, car c¢’est lui I'indice de sommation)

D’ou le découpage de la somme:

p(X =1i)=Pz0(X =1) P(Z=0)+ Pz (X =4) P(Z=n)

i—1 n—1

k=1 k=1
i—1 n—1

:0+0++2_:O-P(Z:k:)+ZPZ:k(X:i) P(Z=k)
k=1 k=i

S(HE )6

1

avec k> 1 donc P(Z =k) = (1/2)F

5. On calcule Y " P (X =1) en traitant a part i =0 et i = n :

s
»
I
"
~
>
I

O)+P(X:n)+nZP(X:z')

1=0
n—1 k n—1 n—1 i k—1 k
1 n—k 1 k k n—k 1
() 2 (0)0) () ()
k=1 i=1 k=i
n—1 n—1

La somme double Z Z porte sur les 7 et k tels quel < i < k < n — 1 que 'on réordonne :
i=1 k=i
1<k<n—-letl<i<k
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k
) (on reconnait le binome)

1
2

)

n—k
n

)

Donc

1k
3

)

n—k
n

-

n—k
n

) (

D’ou le total :
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