Corrigé ECRICOME 2001 par Pierre Veuillez

Premiere partie

1. on a:
1—2a a a 1-2b b b
M(a).M(b) = a 1-2a a b 1-2b b
a a 1—2a b b 1-2b
1—2b—2a+4ab+2b a+b—3ab a+b—3ab
= a—2ab+b—2ba+ab 1—2(a+b—3ab) a+b—3ab = M(a+ b— 3ab)

ab+ a — 2ab+ b — 2ba a+b—3ab 1—2(a+b— 3ab)

Onpeut donc calculer le produit de deux matrices de ce type juste avec leurs parametres.

2. On cherche l'inverse de M (a) sous lla forme de M (b) . Comme M (0) = I, il suffit d’avoir M (a) M (b) =
M (0) donc
a+b—3ab=0<0(1-3a)=—-a<b=—a/(1—3a) sia#1/3

Donc si @ # 1/3 on a b = —a/ (1 —3a) qui est solution. Donc avec cette valeur de b, M (a) -
M (b) = M (0) = I et M (b)- M (a) = I donc M (a) est inversible et son ibnverse est : M (a)”" =
M (=a/ (1 = 3a))

M (1/3) = M (1/3) M (1/3) = M (1/341/3 —1/3) = M (1/3)

Or si M (1/3) est inversible alors elle a une inverse B et B - M (1/3)> = (B- M (1/3)) - M (1/3) =
M (1/3)

et B-M(1/3)>=B-M(1/3) =1 donc M (1/3) =1; Or M (1/3) # I
Donc M (1/3) n’est pas inversible.

3. ap = 1/3 est une solution de

Est-ce la seule?

M (2z — 32%) = M (z)
20 — 3zt ==z
r—32>=0 polynome
r=0ouz=1/3

t e

Donc c’est bien la seule solution non nulle.

4. On consideére les matrices :
P=M(ag) et Q=1—-P

On a donc P2 =P

1/3 1/3 1/3 111 L 2 -1 -l
et P=| 1/31/3 1/3 |=2| 1 11 etQ=g| -1 2 -1
1/3 1/3 1/3 111 ~1 -1 2
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1—2a a a

a) Ona M (a) = a 1-2a a et
a a 1—2a
1 1 11 o 2 -1 -1 14200 1—a 11—«
P+aQ=-| 111 ]+=| -1 2 -1 |== l—-a 14200 11—«
S\111) 3\ -1 -1 e l—a 1l-a 1+2a
Donc

M(a):P+aQ<:>{ 1+2a=3(1-2a)

l—a=3a
& 200 =2—Ga S a=1-3a
a=1-—3a

Donc aw =1 — 3a convient (et c’est le seul) pour :  M(a) = P + aQ
b) P? = P d’aprés la définition de P
QP=(-P)P=P—-P>=P—P=0
PQ=P(I-P)=P—-P>=0
QP?=(I-P?=1-P-P+P*=]-2P+P=1-P=Q
¢) On procede par récurrence:
Pour n =1, [M(a)]' = M (a) = P+ aQ donc z; = 1 et y; = a conviennent
(cela était déja vrai pour n = 0 mais I’énnoncé ne le demandait qu’a partir de 0 )
Soit n > 1 tel qu’il existe z,, et y, réels tels que [M(a)]" = z, P + y,Q alors
[M(a)]""" = (2P +4aQ) (P + aQ) = 2, P* + 4, QP + a2, PQ + ayuQ® = 0, P + 0y, Q
Donc avec x,,1 = T, et y,.1 = ay, qui sont bien des réels, on a [M(ot)]"Jrl = ZTpi1 P+ Yn1@Q

d) La suite x est constante donc égale a x; = 1 et y est géométrique de raison « donc y, =
n—1

a Yy = a”

donc pour tout entier n > 1, [M (a)]” = P+ a"Q
Variante ¢) Variante:On pouvait aussi utiliser:

Pour tout entier n £ 0, P* = P et Q" = Q

Et comme M (a) = P+ aQ, on a PQ = QP donc d’apres la formule du binome, on a pour tout
entier n :

M(a)]" = [P+ aQ)" = 32 ChPrarfQr*
k=0

Et pour k>1 PF=Petpourn—k>1 (e k<n-1)Q"*=0Q donc

n—1

[M(a)]" = CoP°a"Q" + ChP"Q" + > Cha"*PQ
k=1
n—1
=a"Q"+P"+) 0=0a"Q+P
k=1
e) On a donc avec « =1 — 3a
{11 o 2 -1 -1 A e
M(a)n:§ 1 11 —i—? —1 2 -1 =3 1—a” 1+2a" 1-a"
1 11 -1 -1 2 1—a" 1—-0a" 1+2a"
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Deuxieme partie

Dans la suite de I’exercice, on suppose que a € ]O 2 [

r» 3L

1. On définit des suites (pn)nen<, (Gn)nen, (Tn)nen+ par leur premier terme py, g, 1, et les relations de
récurrence :

Pn1 = (1 —2a)p, + aq, + ar,
Ini1 = ap, + (1 — 2a)q, + ary,
Tni1 = app + agn, + (1 — 2a)r,

Dn+1 Pn
a) Comme | ¢,1 | =M (a)| ¢, | on a alors pour tout entier n,
T'n+1 Tn
Pn 1 Y4 b1
¢ | = [M (a)] @ | =""'Q+P | a
T'n 1 1

b) Onaa=1-3aet comme 0 < a < 2/3alors0> —3a>—-2et1>1-3a>—1<donc|a| <1
donc o — 0

n—-+0o
Pn p1 111 p1 1
Donc | ¢o | — Pl @ |=3[111 @ tpi+a+m)| 1
n—-+00
Tn I8 1 11 1 1

2. a) (M,,S,, B,) formant un systeme complet d’événements donc

p(Mpi1) = p (Myy1 /M) p (My) +p (Myi1/Sn) p(Sn) +p (Mny1/Bn) p (By)
2

22 (M) + <p(S0) + 2p (Bu)

et de la méme facon

p(Sunr) = 50 (M) + 5p(S,) + 5o (Ba)

p(Burt) = gp (M) + 5p (5.) + 2p (Bu)

b) On rretrouve les relations de récurrence précédentes avec p, = p(M,), g, = p(Sn) et 1,
p(By)eta=1/6€]0,2/3[et a=1—-3/6=1/2

1 0 1 0 0
p(Sn) :(2n1Q+P) 1 2n_1Q 1 |+P[ 1
p(B,) 0 0 0
—1 1 1—1/271

1 1 1
- 3 2n71 2 +§ ]. § 1+2/2n—1
—1 1 1—1/2n1

done p (M,) = p(B,) = % (1 - 2n1_1> et p(Sh) = é (1 - 2n1_1>

¢) Et quand n tend vers 400 ces troisa probabilités tendent vers 1/3

(D’aprées ECRICOME 2001)
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