Corrigé EDHEC 1996 par Pierre Veuillez

Partie I
1 00 1 1 1
On considere les matrices I = 010 et JJ = 1 11
0 01 1 1 1
2 1 1
Soit de plus la matrice M = % % g
6 6 3
1 11 1 11 3 3 3
1. Ona J? = 1 11 1 11 =3 3 3 | =3J
1 11 1 11 3 3 3

d’on J? = J - J? = 3J% = 3%J et par récurrence, on prouverait que J" = 3"~1.J pour tout n > 1.

(On a aussi plus rapidement : J"* = J"=1J% pour n — 1 > 0 et donc J"™! = 3J" suite géométrique
de raison 3 et de premier terme J' = J donc J" = 3""1J pour n > 1)

. On peut le prouver par récurrence en montrant d’abord

M=1iI+1J
SiM"zQ%]qL%(l—Qin)Jalors
M™M= M"M = (%I—i—% <1—2in) J) (%I—F%J)
— 2n1+11+é 1—2%>J+é2inJ+%(l—2in)J2
SN AN P Y AR
- 2n1+1 %( _2n1+1>J

ou bien utiliser la formule du binome :

Comme [ -J=J=J-1I alors

O

k=0

n
k

n—k

1,1
)G_kJ ot

et comme la puissance de J est donnée par une formule différente pour k£ = 0, on découpe la somme
(ce que l'onpeut faire si les bornes sont 1 < n et donc le cas n = 0 sera a vérifier a part):

n s~ (n)1 1 n\ 1
M_;(k)ﬁ_kznk 0)271

ou l'on fait réapparaiter la formule du binéme, mais pour les réels cette fois :

1|<& 3\* 1 1 1
M" = = °y - - .
() Q) 5] s

k=0

31T+ (

n

k
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et la formule est également vraie pour n = 0.

Partie 11

Un mobile se déplace aléatoirement dans ’ensemble des sommets d’un triangle ABC' de la fagon suivante
: i, a l'instant n, il est sur 'un quelconque des trois sommets, alors a 'instant (n 4+ 1), soit il y reste, avec

une probabilité de —, soit il se place sur I'un des deux autres sommets, et ceci avec la méme probabilité.

On note A,, ’événement : “ le mobile se trouve en A a 'instant n 7.
B,, 'événement : “ le mobile se trouve en B a 'instant n ”.

C,, I'événement : “ le mobile se trouve en C' a l'instant n 7.

On pose a, = P(A,), b, = P(B,,) et ¢, = P(C,,).

Attention a ne pas confondre les porbabilités (en minuscule ) et les événements (en majuscule)

1. Comme (A, B,,C,) est un systéme complet d’événements alors a,, + b, + ¢, =1

2. a) Comme (A,, By, C,) est un systeeme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités
totales on a

An4+1 = P (An+1> = PAn (An+1> P (An) + 1j)Bn (AnJrl) P (Bn) + PCn (An+1) p (Cn)
2 1 1
=-P (A4, -P (B, -P(C,
“P(A,) + P (By) + P (C)
2 n 1b N 1
= -0an —~Un —Cn
3 6 6
et de la méme fagon : b, = %an + %bn + %cn et cpi1 = %an + %bn + %cn
b) On a
b _ 2 —i—lb—{—l 1 +2b+1
Ap+1 n+1 — 3an 6 n 6cn 6an 3 n 6011
1
= 2 (an — by)

et de méme

2 . lb n 1 1 n 1b L 2
(7% — Cp = -0an —~Un —Cp — | Z0p ~Un =Cp
SR e R R

3. On suppose, dans cette question seulement, que le mobile se trouve en A a I'instant 0.

a) On a alors ap = 1 et by = ¢y = 1 et comme les suites (an —by),cn €t (an — Cn), ey sONL
géométriques de raison 1/2c, alors a,, —b, = 2% (ag — bo) = 2% pour tout entier n et a, —c¢, = 2%
Comme de plus a,, + b, + ¢, = 1, on a la troisieme équation permettant de trouver :
cn:bn:an—zin et donc an—l—Z(an—%) =1 soit

L, (b —e =
373 T T 3T 3T

Ay —
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b) La matrice M™ est M"

- (=) -

colonne est bien celle prévue.

c¢) Cela vient du fait que

matricielle de raison

Qp,
Donc by,
Cn,

— M"

Ap+1
bn+1
Cn+1

D= D= W=
D= W= D=

Q

0

0
Co

S

W= D= o=

— M

D= D= W=

[
<

1
0
0

D= Wl O

Wl D= O

et la premiere

b, | et cette suite est donc géométrique

ce qui donne la premiere colonne de M™.

4. Donc, en prenant comme conditioninitiale le point en B ou en C, on trouvera les coonnes 2 et 3 de

cette matrice.

(EDHEC 1996)
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