(EML 2001) corrigé par Pierre Veuillez

1. a) f est continue en z tel que e® — 1 # 0.
e? " —1=0x¢e"=1<%4 2 =0 car exp est strictment croissante sur R et que x et 0 en
sont éléments. Donc f est continue sur |0, +oof .

EnO:

T 0= f(0) car ¢ — 1 ~ x donc f est continue en 0.
et — T—

Donc f est continue sur [0; +oo.

b) f est de classe C' en tout z tel que e® — 1 # 0 donc sur ]0; +o00o[. (quotient de fonctions
ch)
et pour tout z €]0, 00|,

' :em—l—xem:(l—x)em—l
F) (er — 1) (er — 1)

c) On a donc

) = (1-x)e” —1 _ (1 - ) <1+$+§+x25(x)>—1

(er —1)° (x+§+:1325 (x))2
_ l—az+a—a2*+2%/24 1% (z) — 1 _ —2?/2 + 2%, (1)
22 (1 +e3(2)) 22 (14 &3 (2))°

_1/2—1—62(1‘) - _1
(1+e5(x))* ==0 2

d) Comme f (z) — f(0) et que f'(x) - —1/2 alors le taux déaccroissement a la méme

limite. Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —1/2
De plus f' (z) - f'(0) donc f” est continue en 0. Finalement que f est C! sur [0; 4o0.

2. a) f estdeclasse C? sur |0; +0o| comme quotient de fonctions de classe C? et Vx €]0; 00|

(I—z—1)e" (e =1 =2[(1 —z)e* — 1] (e* — 1) €”
(er = 1)
(e —1)[—ze® (e* —1) = 2[(1 — z) e* — 1] €]
(er —1)*
—xe? + ze® — 2 [e* — e — €7
(er —1)°

fl/(x> —

= —— (ve® — 2"+ +2)

=1

b) g est dérivable sur R et ¢ (z) =xe* +e* —2e"+1=(r —1)e* + 1
g est dérivable sur R et ¢” (x) = e + (z — 1) e = ze® d’ou les variations et les signes :

x 0 + 400
z 0 + +o0 g (x) 0 +
ORI et poun £ 15—
o) [0 7+ o) —ij2 /- 0
f(z) 1 0
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_(-mer—1_wer[(c145) — 5] wl(Z14s) — o

(er — 1) e2r (1—1/er)®> e (1 —1/e*)?
— 0 car z<e”

Dou Vz €]0;+o0[, f"(z)> 0. (la courbe est convexe)

c) Comme f’ est croissante et tend vers 0 en +oo, elle est strictement négative et f est
strictement décroissabnte sur R

En +00
T T

- 0 2
et —1 695(1—1/(35‘)H car r<e

f(x) =

d) D’ou la courbe représentative : on place la tangente en 0, I'asymptote a l'infini et la
concavité.

3. On considere la suite (u,),>0 définie par ug =0et : Vn € N,  wu,1 = f(uy).

a) D’apres les variations f on a Vo € [0;+00[, 0< f(z) <1
D’apres les variations de f’, on a pour tout = € [0;+o0],

(@) =Ff (2)

: < f'(z) <0 et comme

Vo € [0; 400, |f'(x)] <

b) On procede par équivalence pour résoudre I’équation : 0 n’est pas solution et pour x # 0

= = =
fa) =z e S =u
Sl=e"—1 carx#0ete®—1#0
& 2=e€"

< o =1n(2) car exp est strictement croissante sur R

donc In (2) est I'unique solution de cette équation.

c) On applique alors 'inégalité des accroissments finis :
On montre tout d’abord que pour tout entier n, u, € [0+ oof
Pour n =0, wup=0¢€[0+o0f
Soit n > 0 tel que u, € [0 + oo| alors, comme f > 0 sur [0 4+ oo, f(u,) > 0 et
Upt1 € [0+ oo
Donc pour tout entier n, u, € [0+ oof
De plus In (2) € [0 + oo
Et |f'| < 4 sur [0+ oo donc

1
VneN |upr —In2|=|f(u,) — f(In2)] < §\un —In 2|

d) On a alors par récurrence, pour tout entier n,0 < |u, —In (2)] < 1/2"
Et par encadrement u,, —In (2) — 0 et u,, — In (2)
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