ebrrigdtissSEC @%@jfﬁrgpiﬁqjg Reuillez

Dans ce probleme X désigne une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite, ¢ sa densité de
probabilité et & sa fonction de répartition. On note par ailleurs f la densité de la loi exponentielle
de parametre égal a 1 .

On définit également pour tout nombre réel =, g(x) = —In(l —®(z)) puis Y =g (X).

On admettra que X admet des moments de tout ordre, ce qui signifie que pour tout entier naturel
k , 1" intégrale fj;o |z¥ o (x) dz converge.

0.1 Partie 1 Quantiles gaussiens

On démontre dans cette partie des résultats utiles pour la partie 2 .

1. @ est dérivable sur R et sa dérivée est ¢ > 0.
Comme & est une fonctyion de répartition alors lim_,, ® =0 et lim; P =1
Donc @ est continue et strictement croissante sur R. Donc bijective de R dans Jlim_., @, lim, ., ®[ =
10,1].

Conclusion : | ® réalise une bijection de R sur |0, 1[| ce qui garantit que Y est bien définit

puisque 1 — ® (z) > 0.
On notera ®~! 1" application réciproque.

2. Soit F' la fonction de répartition de Y.
Pour tout x € R,

F(z) = P(Y
g

|
-

on résout l'inéquation

Pour prendre I'image par la réciproque, on a besoin de 1 —e™* € |0, 1] ce qui équivaut a x > 0
Pourz >0: (Y <z2)<= X <o 1 (1-e")

Pour z < 0: (Y < z) est impossible.

Donc

—pourz<0:F(z)=0

~pourz>0:F(z)=P(X <P !1(1—e®)=0(@d'(1—e?)=1—¢"

et on reconnait bien la la fonction de répartion d’une variable suivant une loi exponentielle de
parametre 1.

Conclusion : |Y — e (1)

Variante : on peut aussi vérifier les criteres

— continue sur R (vérification a faire en 0 )
— de classe C' sur R*
— dérivée : e * > (0 sur R? et 0 sur R* donc croissante sur R

T

donc Y est & densité et sa densité est 0 sur R~ et e @ sur RT et on reconnait 1a encore la

densité d’une loi exponentielle.

Vdo17-c Page 1/ 7



0.1 Partie 1 Quantiles gaussiens

3. a)

la formule ressemble au résultat d’une intégrationpar parties.
+oo +oo 42
Onal—®(x)=P(X>z)=["pt)dt= 4 [/ dt

—t2/2

et on fait apparaitre un ¢ qui se marieara avec le e pour faire apparaitre une dérivée

de composée.
|- (2) = — /+Oot‘t2/21dt
V2 Js t

Puis on repasse a 'intégrale finie pour intégrer par parties :
avec u' (t) =te " 1u(t) = —e /210 (t) =10/ (t) = T} et uet v de classe O sur [z, M]

M M M _—t2/2
ety — | _epll [T /dt
i ¢ i ), e

—z2/2 +oo ,—t2/2 +o0
- & —/ ¢ dt:/ e 2t
T - 12 .

(intégrale converge par majoration par ¢ (t) ) et en divisant par /27

Conclusion : |1 — @ (z) = 2% — [** 2D g pour tout x> 0

x t2

On montre tout d’abord que [t 2p (t)dt < z7% [t (t)dt
sur [z, +oo[: t72 =13t < 273t car t — t73 y est décroissante.
donc t72¢ (t) < 273t (t) (car ¢ (t) >0)

Et me 2o (t)dt < z73 fIMtgp (t) dt pour M > x

Et comme f;oo tp (t) dt converge, par passage a la limite dans I'inégalité :

Conclusion : | [Tt 2p (t)dt <x73 [t (t)dt

T

.En multipliant par /¢ () on obtient :

P(1-0@) - a [T
c@ w@LL 2

d’ou les deux inégalités :

Ca(-0@) (1)
(190%)( ) N o5 éoo w2
. WZ“ML o () i

+oo
Dans cette derniere inégalité, reste a montrer que T / t (t)dt <1 pour tout z > 0
PT) Jg

En fait, on a [ty (1) dt = ¢ (x)

En effet ¢ (z) = \/%6_9”2/2 et ¢’ (z) = \;T%e_ﬁﬂ = —xp (z) dérivée que l'on integre ...
Donc [Mto(t)dt = ¢ (x) — (M) — ¢ (z) = [T tp(t)dt et
Cetel)
v (x)
Conclusion : ) _
1_FS%S1 pour tout z > 0 (E))
1 z(l—@(z))

Comme 1 — - — 0 quiand z — +o00, alors par encadrement, @) — 1 c’est a
o (x

dire que

Conclusion : |1 — ® () ~
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0.2 Partie 2 Inégalité de transport.
z(l—®(x))

¢ (x)
et comme la fonction In est strictement croissante sur R*, pour z > 1 onaura 1l —272 > 0

et
(1 1) < (202200 o

tous les termes du In étant strictement positifs,

d) On reprend 1 — 272 < <1

In (w) — (@) 4+ (1 - (2)) - In(p (@)

¢ (z)
= In(z) —g(z) —In (\/1276_362/2)

2

- ln(x)—g(x)+%ln(27r)+%

d’ou I'inégalité demandée
1 1 7
In(1-— = <In(z) —g(x)+§ln(27r)+? <0
dans laquelle on isole g (z) :

2

In (z) + 5 In (27) + %

1n(x)+%ln(27r)+§—ln(1—x%) - g (x)

>
x2/2 —a?/2 x2/2
apres simplificationpar 22/2, le minorant et le majorant tendent vers 1, donc, par enca-
x
drement, 92( ) — 1et
x2/2

33'2

Conclusion : | g (x) ~ T

0.2 Partie 2 Inégalité de transport.

On définit une application h sur [0,4o00] par: h(t) =tln(t) —t+ 1 pour ¢t >0et h(0) = 1.
1. h est continue sur ]0, +oo].
En 0t :h(t)=tln(t)—t+1—1=h(0) quand t — 0
Donc h est continue en 0 et sur [0, +00] .

Pour déterminer son signe, on étudie ses variations :
h est dérivable sur |0, +oo[ et A/ (t) =1+ 1n(t) — 1 = In (¢) d’ou le tableau de variations :

t 0 1 +o00
In () S =0 4+
R (t) - 0 +
h(t) |1 .+ 0 7+

et donc h > 0 sur RT.
Conclusion : |Donc h est une application continue de [0, +oo[ vers [0, +oo.

Sous réserve qu’ elle converge, on note K (f, ) la valeur de I’ intégrale fj;o e (x)h < £ Eg) dz. On

désire vérifier I inégalité (dite de transport) suivante

E((X -Y)") <2K (f,¢) ((v))
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0.2 Partie 2 Inégalité de transport.
2. g(x)=—In(1 =@ (x)) et f(x)=e* pour x > 0 et 0 sinon.
Onavaquel—®(z)>0
Donc g est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.

00 = g Y @)

plx) o) o=
1-®(zx) ®(—z) P(—2)

Et comme 1 — ® (z) € ]0,1] alors In(1 — ® (x)) < 0 et g (x) > 0 donc

flg(x)) = e 90 = n(1-2)
1—®(x)

Conclusion : | pour tout z réel : ¢’ (x) f (g (z)) = ¢ ()

3. L’intégrale K (f, ) est impropre en +oo.

Sur R r@y ) |
e h (L) —o@n0) =) s <o
Lintégrale converge donc en —oo
Sur R*
e (L5) = p@n=p sia<o
e (50) = w0 ()

= exln( ¢’ ) —e "+ p(x)

¢ (7)

et en 400 les intégrales de x — e~ * et de x — ¢ (x) convergent.

Reste
—x 2 1
e “ln (ﬁ) =e " (—x + % +5 In (271'))
Var €

k

et comme les intégrales de x — z"e™" convergent pour tout k£ € N alors

Conclusion : | K (f, ) converge bien.

(N.B. j’ai mis une bonne heure de tripatouillage pour trouver la bonne idée dans ce qui suit
... & ne pas faire en temps limité! )

+o0 T
K(f,¢) = /_ w(x)h <£ EI;) dx que 'on découpe en 0 pour f.

_ /_(;go(x)h(O)dx—i—/o—i—oo {e‘xln <:(;) —e_’”—i—go(x)} dz

_ /iogo(x)dwr/omgp(x)dx—/O+Ooe—$dx+/0+ooe—$1n (;(;))dx

/+oo +o0 +00 f (:E) ) .
= o (x)dr — f(x)dx + f(z)In ( > dz (lois normale et exponentielle)

[e's) — 0

_ /O+Oof(x)ln (ig;) dx
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0.2 Partie 2 Inégalité de transport.

que l'on transforme par le changement de variable z = g¢(t) sur [M,N] avec M — 0 et
N — 4o0.

on se souvient que g est continue et strictement croissante sur R avec lim_,, g =0 et lim, ., g =
+00

hypotheses (que 'on retrouve apres avoir écrit la formule)

roetin (S];Ez;) est continue sur g[g~' (M),g7" (N)] et g est C* sur [g7' (M), g~" (N)]

[rom(E)e - [ rwon(5) 00

= [l e (05

car g’ () f (g (x)) = ¢ (x).

or quand M — 0 et N — +ooona g ' (M) —» —co et g7' (N) — 400 et comme K (f, )
+o0o

converge alors / ¢ (x)In [M} dx converge et
—o0 v (9(x))

fg(z))
¢ (g (x))] e

4. [T () (x — g (2))* dx est impropre en Foo.

—0o0

+00
Conclusion : | K (f, ) = / ¢ (z)In [

o0

2
— En +oo:onag(zr) ~ % alors
T—+00

v e-g@)f = v (3547

o
~ () T quand z — 400

car () — 1.
52 , +oo 4
L’énnoncé nous donne la convergence de [,"” z*p (z) dx

Donc, par comparaison de fonctions positives, f0+°° ¢ (x) (z — g () dz converge.
— En —oo:ona®(zr) »0doncg(z)=—In(l—®(z)) — 0.

o) (@ =g (@) = ¢(2)a? <1 - M>2

T

~ ¢ (x)2? quand x — —o0

. . 0
L’énnoncé nous donne la convergence de [~ a%p (z) dx
—00

Donc, par comparaison de fonctions positives, ffoo ¢ (z) (x — g () dz converge.

. ¥
Conclusion : | [7°

— 00

Y = g(X) et donc (X —Y)* = (X — g(X))*.
D’apres le théoréme de transfert (hypotheses :

¢ (x) (z —g(x))*dr converge

— & — (z — g (x))? est continue sur R; (un nombre fini de discontinuité est permi)
+o0o 2

~ [ 2 o) (x — g (x))” dr est absolument convergente ;

— X a pour densité ¢ donc

Conclusion : | (X —Y)? a une espérance et F (X - Y)Q) = fj;o ¢ () (z — g () dz
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0.2 Partie 2 Inégalité de transport.

5. L’intégrale est impropre en +o0.

Onag'(m):%

—entooonal—®(z) ~

= 11"((1:0&) ~ x quand x — +o00

Donc ¢ (z) (1 — ¢' (x)) = —zp (x) (—% + g’(x)) ~ zp (z) en 400, dont I'intégrale converge

en +oo

et par comparaison de fonctions positives, f0+oo v (z) (1 — ¢ (x))dx converge également.

— En —0c0:®(x) = 0et p(zr) —

0 done g/ (x) = (225 — 0 et o (2) (1 — ¢/ (x)) ~ ¢ (a)

et par comparaison de fonctions positives, fi)oo ¢ (x) (1 — ¢ (x))dx converge également.

Conclusion : fjoo ¢ (x) (1 — ¢ (x)) dx converge et est égale a fj;o (x —g(z))zp () dx

[e.9]

6. On démontre le résultat suggéré :
Soit k (u) =u—1—1n(u)

k est dérivable sur |0, +oo[ et k' (u

)=1-— % = “T_l d’ou le tableau de variations :

Uu 0 1 400
u—1 — 0 + affine
k' (u) - 0 +
k (u) N+ O S+
donc k£ > 0 et

Conclusion : |In (u) <u—1 pour tout u réel strictement positif

On utilise alors (Merci a Chritophe Schneider) ¢’ (z) f (g (z)) = ¢ (z) :

Ko = [

- /_:OW”H :W
[t |2

car les termes du In sont positifs.
Et comme In (¢ (2)) < ¢ (z)—1 et
les intégrales étant convergentes,

/

1
N ¢ (z)In e
@

A Yoy

—¢(x) =2 0onadonc —p (z)In (' (z)) = ¢ (z) (=g’ (x) + 1)

—+00

Conclusion : | K (f, ) > / o (x

—00

“+o00

)Infe () /¢ (g (2))] dw+/ o (x) (=9 (2) + 1) e (z) dx

—00

7. On transforme fj;o ¢ (x) (1 — ¢’ (x)) dx par intégration par parties :
Soit v/ (z) =1—¢ (z) :u(x) =x—g(x) :v(x) = p(x) et v (z) = —zp(z) avec u et v de

classe C'! sur R
donc

M

/ p(2)(1—g'(z)de = [(w—g(w))w(x)]ﬁ—/M — (=g (x))vp () de

= (N=g(N)p(N)— (M —g(M))p(M)

termes dont il faut déterminer les

+/ (z — g (2)) v (z) da

M
limites quand M — — et N — +o0.

Préliminaire :Comme ¢ (z) = \/%76_1’2/2 on a donc 2"p (x) — 0 quand = — Fo0.
(Au choix,
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0.2 Partie 2 Inégalité de transport.

— on fait entrer le z dans I'exponentielle 2" = e"™®) pour 2 > 0 et changement de variable

t = —x pour x < 0, puis on factorise dans I’exponentielle
— on fait un changement de variable t = 22/2 et & = £v/2t"2d’ott ze™*"/2 = /2t"/2 /! avec la
croissance comprée "2 = o (e?)
)
Et comme g (N) ~ NTQ on a comme précédemment (N —g(N))p(N) = o (N)=5-(--+) — 0
quand N — 400
Avec g(M) — 0 quand M — —oco on a (M —g(M))p (M) = o(M)M(---) — 0 quand
M — —oc.

Enfin fj;o (x — g (x)) zp (z) dx converge par comparaison de fonctions positives la encore.

Conclusion : | [T ¢ (z) (1 — ¢ (z))dz = [72(x — g (2)) v (z) da

Donc
+oo +00
K(f,¢) = / ¢($)1H[¢($)/¢(9($))]d93+/ (z —g(x))zp (z)dx
On développe
e—x2/2 2 T 2
Infp (x) /¢ (g @)] = In L‘QWI S

et il reste donc

[ ew

_%jL@JF?CQ—xg(x)] dr = /_OO—(x2—2$9(93)+9(37)2)90($)d$

Conclusion : |E(X —Y)* < 2K (f,¢)

Vdo17-c Page 7/ 7



