Corrigé par Pierre Veuillez

Prépa ECE 1
Révisions n°1

1. On suit le contenu des deux urnes:

Dé 1 3 2 3 5
Ul | 12 2 23 3 5
U2 | 3456 | 13456 | 1456 | 12456 | 123456 | 12346

Donc a l'issue du cinquieme tirage U1 contient la bouke n°5.

2. X est le nombre de boule a Iissue du premier échange. Il a pu augmenter (3456) ou diminuer

(12) d’un
Donc X; (2) = {1,3} et p(X1=1) = p(1U2) = 2/6 par équiprobabilité des faces du dé et
p(X1=3)=p(3U4U5UG) =4/6 =2/3

Et E(X)=1p(X1=1+3p(X1=3)=1/34+2=7/3

3. a)

b)

X5 (£2) = {0,2,4} car a chaque tirage, le nombre de boule augment ou diminue de 1.
p(X1i=1NXy=0)=p(X1=1)p(Xo=0/X1=1) =27 car quand (X; =1),ilya
un seul numéro présent dans U1. pour diminuer de 1 le contenu de U1

pXi=1NXy=2)=p(X1=1)p(Xo=2/X;=1)=2.2

Et de méme pour les autres: p (X; =N X5 = j) d’ou les lois marginales et le calcul des
espérances puis de 'espérance du produit et la covariance.

car il y a 5 numéros dans U2

i\j 0 2 1 p(Xi=i) | ip(Xi=1)
1 2-1/36=1/18 | 2-5/36 = 5/18 0 6/18 1/3
3 0 1-3/36=1/3 |4-3/36=1/3 12/18 2
p(Xy =) 1/18 11/18 6/18 1 7/3=E (X))
Jp(Xs=7) 0 22/18 24/18 E (X,) = 23/9

Enfin £ (X1 X5) =Y i-j-p(X1=iNXo=5)=0+2-5/18+6/3+ 0+ 12/3 = 59/9
et cov (X1, Xs) = E(X1X2)—E (X1) E (X,) = 59/9—23/9-7/3 = (177 — 161) /27 = 16/27

Pour obtenir (X,,1; = 0) on n’a pas pu gagner de boule mais seulement en perdre.
Donc (X,41 = 0) = (X,, = 1 N une perdue) donc

1
p(Xnt1 =0) =p(X, =1)p(une perdue/ X, = 1) = P (X, =1)
Pour tout entier k,1 < k£ <5, on a pu en perdre une ou en gagner une donc
(Xns1 =k) = (X, =k —1nN gagner une) U (X, = k+ 1N perdre une) et comme ils sont
incompatibles

p(Xnt1=k)=p(X,=k—1nN gagner une) + p (X, = k+ 1N perdre une)
=p(X,=k—1)p( gagner une/X,, =k —1)
+p (X, =k +1)p( perdre une/X,, =k + 1)

et quand 'urne U1 en contient k — 1, pour en gagner une il faut obtenir un des numéros
deU2:ilyenab—(k—1)=7—k
Donc p ( gagner une/ X, =k —1) = (7—k) /6
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Quand l'urne U1 en contient k + 1, pour en perdre une il faut obtenir un de ses k + 1
numéros. Donc p ( perdre une/X,, =k+1)=(k+1) /6
et finalement
7T—k k+1
P(Xnpr = k) = ——p(Xn =k = 1) + ——p(Xn =k +1)

et enfin

1
“p(X, =5
6p( )

La formule générale est également valable pour k =6 et k = 0.

p(Xnt1 =6) = p(X,, = 5N gagner une) =

b) On calcule F(X,,1) en revenant a la définition:

6 5
E(Xpnt1) :Zk'p(Xn+1:k):O'p(Xn+l :O)_"Zk'p(XrH—l =k)+6-p(Xns1=6)

_ :gk { —k—l)-%%p()( k+1)]+6-é.p(Xn=5)
= 5 ki - 76 p(X,=k—1) +Zk “1 Xn=k+1)+p(X,=5)
:i(k+1) r (lg—i_l)p(Xn:k)—l-i(k’—l) p(X, = k) +p (X, =5)
:ki—o(kJrl) %p(Xn—k)—O—i—;(k—l)'gp(Xn:k)_o
:;:{(kﬂ) %k—i-(k'_l)'g] p(Xn =k)

zg(gkﬂ) (X, =k) = ;;k-p(Xn=k)+§p(Xn=k)

c) Donc E(X,,) est une suite arithmético-géométrique et pour tout entier n,

2 n
avec a et b solutions de

E (X)) = (;)la—l—bet E(X)) = (§>2a+b

2 b 7 <2 4) 7 23 2 2
—a == ——=)a=-—— “a=—= _
donc 43+b & o \3 09 309 o 9, (:,{a__1
_a == —_— —
9 9 3 3
d’ou pour tout enier n :

W
O

(ESC 97)
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