Corrigé ECRICOME 2001 Par Pierre Veuillez
1. EXERCICE.

Dans cet exercice on étudie ’évolution au cours du temps d’un titre dans une bourse de valeurs.

1.1. Le but de la premiére partie est de calculer les puissances successives de la matrice:

1—2a a a
M(a) = a 1—2a a
a a 1—2a
ol a représente un nombre réel.
1. On calcule de chaque coté :
1—2a a a 1—2b b b
M (a) M (b) = a 1-2a a b 1—-2b b
a a 1—2a b b 1-2b
1—2b— 2a+ 6ab b—3ab+ a b—3ab+a
= b—3ab+a 1—2b—2a+ 6ab b—3ab+a
b—3ab+ a b—3ab+a 1 —2b— 2a+ 6ab
= M (a+b— 3ab)

2. Pour l'inversibilité, on pense & AB = 1I...

Siona M (a+b—3ab) = I, on aura U'inversibilité de M (a). Or ceci est vrai pour a+ b —

3ab =10
On cherche pour quelles valeurs de a on a peut trouver b tel que a + b — 3ab = 0 <=
b(1—3a)=—a
Donc si a # 1/3 alors avec b = 3“5 on a M (a) M (b) = M (0) = I et M (a) est alors
inversible d’inverse M (a)™" = M (%)
Reste a examiner le cas a = % :
1/3 1/3 1/3
M(3) = 1/3 1/3 1/3 | et comme les colonnes sont liées, la matrice n’est pas
1/3 1/3 1/3

inversibles.

Conclusion : | M (a) est inversible uniquement pour a # 1/3

3. La matrice M (a) étant symétrique, elle est diagonalisable.

4. Soit a # 0
On n’oublie pas qu’un carré est un produit : M (a)> = M (a) M (a) = M (2a — 3a?)
Donc M (a)® = M (a) <= M (2a — 3a%) = M (a) <= 2a — 3a® = a par identification des
coeflicients
On résout : 2a —3a? = a < a—3a?> =0 < a (1 — 3a) = 0 <= a = 1/3 puisque I'on
cherche a # 0
Donc ag = 1/3 est 'unique réel vérifiant M (ag)* = M (ag)

5. On considére les matrices :




ou [ désigne la matrice carrée unité d’ordre 3.

1 11
On adonc P = — 1 11
1 11

a)

b)

Pour montrer ’existence de «, on peut le chercher au brouillon et le donner :
Au brouillon : M(a) = P + a@

1-2 a a (11 2/3 —1/3 —1/3
= a 1-2a «a =1 111 |+al| -1/3 2/3 -1/3
a « 1-22) 3\ 111 “1/3 —1/3 2/3
1—2q =42 a=1-3a
U =
rédaction : soit « =1 — 3a on a
AT 2/3 —1/3 —1/3
PraQ=-| 111 |+0-30)| -1/3 2/3 —1/3 | =M()
S\ 111 “1/3 ~1/3 2/3

Ou bien on rédige directement la recherche par équivalence. (seule la réciproque est
en fait utile)

P2 = M (ag)* = M (ag) = P

QP=(I-P)P=P-P>=P-P=0

P(I—-P)=0,

QP?=(I-P?=1-2P+P>=1-P=Q

On peut procéder par récurrence ou utiliser la formule du binéme (plus technique
)

Comme P Q = Q P alors [M(a)]" = [P+ aQ] = >} _, ( Z ) Pran=kQn-*

Or PF=Psik>1etQ"*=Qsin—k>1<<=k<n-—1 et on découpe donc la
somme :

n

M@)]" = [P+aQ] =3 ( " ) Phan-k gk

k=0

n—1

-y ( . ) " FPQ + ( 0 ) Pa"Q + ( . ) Pa"Q°
k=1
04+a"Q+ P

a"Q+ P

N.B. le découpage de la somme n’est valable que pour n > 2
Reste & voire pour n = 0 et n =1 : M (a)’ = I = Q + P (ce qui est la formule
précédente pour n = 0)
Et pour n = 1 on a M (a) = P+ a@ (ce qui est encore la formule précédente pour
n=1)
Donc partout entier n : M (a)" = a"Q + P est bien comme combinaison linéaire de
Qet P
Ou par récurrence
— Pourn=1, [M(a)]'=M (a)=P +aQ donc z; =1 et y; = o conviennent
(cela était déja vrai pour n = 0 mais I’énoncé ne le demandait qu’a partir de 0 )
— Soit n > 1 tel qu’il existe x,, et y, réels tels que [M(a)]" = x,P + y,Q avec z,
et y, réels alors [M(a)]"™ = (2,P + y.Q) (P + aQ) = 2,P?> +4,QP + az,PQ +
ay,Q? = 1, P + ay,Q
Donc avec z,41 = @, et Ypp1 = ay, qui sont bien des réels, on a [M(a
Tpni1 P+ yn1@Q

"=



— Donc pour tout entier n on a [M(a)]" = x,P + y,Q combinaison linéaire de P et
de Q)
avec Tpi1 = T €6 Ypt1 = QYy
d) Sion a utilisé le bindme, on n’a plus rien a faire : M (a)" = o"Q + P
Pour la récurrence : la suite z est constante donc z,, = 1 = 1 et y est géométrique
de raison a donc y, = o™ ty; = o
Donc pour tout entier n > 1, [M (a)]" = P+ a"Q

1.2. Evolution d’un titre boursier au cours du temps.
Dans la suite de ’exercice, on suppose que a € ]O, % [

1. On définit des suites (pn)nen+, (Gn)nen+s (Tn)nen+ par leur premier terme py, qp, 71, et les rela-
tions de récurrence :

Pni1 = (1 —2a)p, + aq, + ar,
gn+1 = aPn + (1 - 2(1)(]” + ary,
Tni1l = app + ag, + (1 — 2a)r,

Pn+1 Dn
a) Comme | g1 | =M (a)| ¢, | on aalors pour tout entier n,
T'n+1 Tn
Pn . 4! M
Gn | = [M (a)] @ | ="+ P| o
Tn 1 T

b) Onaa=1—3a et comme 0 < a < 2/3 alors 0 > —3a > —2et 1 >1—3a > —1 < donc
la| < 1donc o™ — 0

n—-+o0o
Dn D1 111 D1 1
Donc | ¢ — Pl g |=5[111 @ | =smi+a+r)| 1
n—-+00
Tn 1 1 11 1 1

2. a) (M,,S,, B,) formant un systéme complet d’événements donc

p(Myp1) = p(Myyr/My)p(My) +p(Mny1/Sn) p(Sn) +p (Myy1/Brn) p(Bn)
2

= gp (Mn) + ép (Sn) + ép (Bn)

et de la méme facon

p(Ser) = (M) +2p(8,) + 2p (Ba)
p(Burs) = (M) +2p(S:) +5p(B,)

b) On retrouve les relations de récurrence précédentes avec p, = p(M,), ¢, = p(S,) et
rn=p(B,) et a=1/6€]0,2/3[eta=1-3/6=1/2<2/3

0

o) [1)=4he
0

0
1
0
-1 — 1/
1 1 1
1/2n 1

0
p(Sy) = + P 1

p(Bn)

p (M) (

2n1




donc p (M,) = p(B,) = % (1 — 2n1_1> et p(Sn) = % (1 - 2n1_1>

c) Et quand n tend vers +oo ces trois probabilités tendent vers 1/3 car a < 2/3 (car p; +
q1 + m = 1 SCE )

2. EXERCICE.

Un systéme est constitué de n composants. On suppose que les variables aléatoires 17,75, ...,T,
mesurant le temps de bon fonctionnement de chacun des n composants sont indépendantes, de méme
loi, la loi exponentielle de paramétre A > 0.

2.1. Calcul du nombre moyen de composants défaillants entre les instants 0 et t.

On note N; la variable aléatoire égale au nombre de composants défaillants entre les instants 0
et t avect > 0.

1. Pour tous les entiers i de {1,2,...,n}, on a

P(T, <t) = / O+//\e AT e
—)\z

= —1—et

Conclusion : |P(T; <t) =1— e~ " pour tout ¢ > 0

2. La probabilité de défaillir entre 0 et ¢ est donc P (T; <t) =1 —e M

N; est le nombre de composants défaillants parmi n, indépendammentles nus des
autres, entre les instants 0 et ¢, avec pour chacun une probabilité 1 — e

Conclusion : | N, — B (n;1 —e™) et E(Ny) =n (1 —e™)

3. Le nombre moyen de composants défaillants est E (V).

On résout donc

n
E(Nt) > 5
e loe M) s 2
n(1—e?) 5
1
-\t
— < =
c 2
1
<— —)\t<ln(§)

1
= t> X1n(2)

Et le nombre moyen de composants défaillants dépasse-t-il la moitié du nombre de com-
posants & partir de to = 3 In(2)

Conclusion : |ty = 1 1n (2)

2.2. Montage en série.

On suppose que le systeme fonctionne correctement si tous les composants eux-mémes fonction-
nent correctement et note S, la variable aléatoire mesurant le temps de bon fonctionnement
du systéme.



1. (S, > t) signifie que le systéme fonctionne correctement plus de ¢.
C’est a dire que tous les composants fonctionnent correctement plus de ¢.

Conclusion : | (S, > t) =i, (T; > t)

2. Avec P(T; >t) =1—P(T; <t) = e et comme les composants sont indépendants,

P(S,>1t) = ﬁP(ﬂ>t)

On a alors P (S, <t)=1-P(S, >t) =1— e " pour tout ¢t > 0
—e M &t >0
0 sit<O0

3. Cette fonction de répartition est continue sur |—oo,0[ et sur [0,+oo[, ainsi qu'en 0~
(F,(t)=0— 0= F,(0) quand t — 07)
et elle est de classe C! sur R*.

Donc S, est a densité et a pour densité : f, (t) = F, (t) {

Donc la fonction de répartition de S, est F,, : F, (t) = { 1

Ane Mt sit >0

0 Sit<0 (valeur en

0 arbitraire)
Donc S,, suit une loi exponentielle de paramétre An

Conclusion : | S, — e (An) : E(S,) = = et V(S,) = 12

2.3. Montage en paralléle.

On suppose maintenant que le systéme fonctionne correctement si I'un au moins des com-
posants fonctionne correctement et note U, la variable aléatoire mesurant le temps de bon
fonctionnement du systéme.

1. (U, < t) signifie que le systéme est en panne a l'instant ¢.
Donc, que tous les composants sont défaillants & cet instant.
Donc

(U, <t) ﬁT<t

2. et par indépendance, on a donc la fonction de répartition de U,, qui est :

n

Gu(t) = PU, <t)=P U, <t)=][P(T: <)

n
H —At _ (1 . e—)\t)”
=1
sit>0etP(U,<t)=0sit<0
Comme précédemment, cette fonction est continue sur R (y compris en 0 par passage a la
limite)
et de classe C! sur R*

Donc U, est a densité et sa densité est g, (t) = G, (t) donc

gn(t) =nA (1 - e*’\t)nfl e M sit>0
gn(t) =0, sit<0



3. Pour voire ’espérance sous forme de somme, il faut développer la densité de U,, elle méme
sous forme de somme :

e B ) e

k=0
ne fait pas apparaitre le bon coefficient du binéme.

a) Néanmoins, on peut espérer transformer a posteriori le coefficient
Donc, sous réserve de convergence :

0 +oo n—l1 n—1
E(U,) = / 0 +/0 th)\ (—1)" < I )ek’\te’\tdt
- k=0

On étudie séparément chaque intégrale de la somme :

M M
0 0

que l'on intégre par parties avec :

w(t)=t:u (t)=1:0(t) = e FFOM g (1) = ﬁe*(k“))‘t et comme u et v sont
ct:
M kXt —At —1 (k+1)A¢ . M -1 (k+1)At
te " "Me Ndt = |[t——————e” — —e¢~ dt
/0 {(kﬂrl)A L /0 (k+1)A
M
- _—1M€—(k+1)AM _ { 1 o~ (kL)X
(F+1)A (k+1)% A2 .
—1 1 1
_ Me—FDAM _ e~ (HDAM |
(k+1)A (k+1)* N\ (k+1)* N\
1
CESTE A

Donc U,, a une espérance et

EU,) = Mm("_l)((i

k=0 k k4 1)7 N
_ i) (Df
A prt k+1 kE+1
Il reste a transformer 1’écriture
n(") _ n(n—1)
k+1 (k+1D) Kk (n—1-k)!
n!

(k+ D)l (n—(k+1))

|
N
S
+ S
—_
~

pour obtenir que

n—1 1\k
Conclusion : E(Un)zi (=1 ( n )



b) Mais il est plus simple de transformer le contenu de l'intégrale pour faire apparaitre
une puissance n.
C’est I'intégration par parties qui permet de le faire.
fOMt A (1 - e”\t)nfl e Mdt = ...
u' (t) =nie™™ (1 — e‘“)nil et u(t)=(1—e)".
On a pris le bloc nAe™* pour avoir la dérivée du contenu.
v(t)=tetv (t)=1
u et v sont de classe C! donc

/OMt A (1= e MdE = [t (1 @%t)n]?io B /OM (=)t
e [T )

Probléme ... quand M — +o00: M - (1 — e_/\M)n — 400
Il faut espérer que la seconde somme va simplifier cela.

/OM;) (Z) (e — 3 (Z) (—1)* {;—;e)‘tk} ZO + (g) "

k=1

= Zn: (Z) (—1)* [;—;e—”“” + A—lk] + M

k=1

le M permettant de simplifier avec la premiére partie :

M- (1—e™" = M. zn: (Z) (—e™M)*

k=0
= M+ (-1 (Z)M@"\kM
k=0
Donc
M . n n
/ t-n\ (1—6”“)” e Mdt M—l—Z(—l)k( )Me)‘kM
0 k=0 k
(M) L S (M) ey
2\ k e e\ k N

et le M et —M se simplifient (ouf)
reste & passer a la limite sur les termes restants :
Me MM = M /MM — () car M = o ((e”’“)M> quand M — 400

et e MM

Donc



Donc U,, a une espérance et

= 1
E(U) = —Y (Z) (~1)* 5 réindexé h =k 1
k=1
n—1
R
= \h+1 A(h+1)
1

i
[e=)

i
o

donc

on retransforme

1 [n n!
m<k) (k1D (n—k)
(n+1)!
k+D)!(n+1—=(k+1)(n+1)

B n-+1 1
- \k+1/n+1

donc
1= (1% (n+1)  1(-1)"
E(Unt1) — E(Un) = Xk0n+1(k+1) An+1
B 1 - (ot L(=)"
- )\(n+1)h1( ) < h >+X”+1
B 1 n+1 . n+1 a1 1(—1)”
- T ;(_m( ' )-1—(—1>+ T e
- _)\(n1+1) [(—1+ D™ -1 (‘1)%1“%5:):



d) Comme on a 37" E(Upy1) — E(Uy) = E(Uy,) — E(U)) = Y01 vt

k=1 X(k+1)
alors
n—1 n
EU,) — EU)+ L _pwoy+ivt
" ! A(k+1) VTN Lk
k=1 k=2
_ M AEU) | Sid
D) In (n) In(n) In(n)
In (n)
A
Donc( l)e gain moyen de temps de fonctionnement en passant de n a n+1 est de 'ordre
de i)
)

3. EXERCICE.

On désigne par n un entier naturel non nul et a un réel strictement positif.
On se propose d’étudier les racines de I’équation :

(E,) 1+ ! + ! + + L
) 1 — =a
r x+1 x+2 T+ 2n

A cet effet, on introduit la fonction f,, de la variable réelle = définie par :

fu() Ly Loy
T) = — —_— o e —Qa
" r x+1 x+2 T +2n
1. Etude d’un cas particulier.
11
Pour cette question seulement, on prend a = — et n = 1.
a) On a
1 1 1
fl(x)_5+x+1 +a:+2
f1 est définie, continue et dérivable sur R— {0, —1, —2} et
1 1 1
(z) = —= — — <0
fl( ) .IQ (J)+1)2 ($+2)2

f1 est donc strictement décroissante sur les intervalles |—oo, —2[, |—2,—1[, ]—1,0] et

10, +o0].

Elle a pour limite +00 aux bornes finies et 0 en 00

x —00 -2 —1 0 1 400
400 400 400
fi(x) 0 N N\ N 4
N, —00 —00 —00 a .

On tracera uniquement les asymptotes horizontales et verticales et la courbe représenta-

tive.

Comme la question suivante le demande, on calcule f; (1) = 1 + % + % = % ~ 1,8 et

fly=-1-1_1-_8~ 73

Ce sera le seul point placé, avec sa tangente.



b) fl(l) = 1?31

donc fi (z) = % a déja pour solution la valeur 1 (il peut y en avoir d’autres)
Comme on doit déterminer les racines, le théoréme de bijection ne convient pas.

On réduit donc au méme dénominateur :

11 11
r x+1 x+2 6

o 1,1 LR L
r xz+1 x+2 6
1122 + 1522 — 14z — 12

& =0

r(rv+1)(r+2)
< 122+ 1522 — 140 —12=0

1522 — 14z — 12 + 112° = (z — 1) (1122 + 262 + 12),
Pour factoriser le numérateur, comme 1 est racine, on applique I'algorithme de Horner :

11 15 | -14 | -12
11| 12| 12 |et on a donc 112® + 1522 — 14z — 12 = (z — 1) (112% + 26z + 12)
11126 | 12 0

Le polynéme du second degré 1122 + 26z + 12 a pour discriminant :

A=262—4-12-11=4(169 — 132) =4 - 37

et a pour racines : ——

2. Dénombrement des racines de (E,,).

13

~26+2V37 _ —13+V37 13- V37

11

2-11
On a donc pour racines de (E;) : 1 et les deux racines précédentes.

11

11

a) On a comme précédemment f/ < 0 sur R—{0,—1,—-2,...,—2n} donc
x —00 —2n —2n—1 -1 400
0 +00 +00 +00
fi(x) N N N\ N\
—00 —00 —00 0
b) Comme f,, < 0 sur |—oc0, —2n[, I’équation n’y a pas de racine.
Sur les autres intervalles, on utilise cette fois le théoréme de bijection :
pour tout i de {—2n, —2n —1,...,—2,—1} f, est continue et strictement décroissante sur

Ji,i+1[.

Elle est donc bijective de ], i + 1[ dans |lim, - f,, lim;+ f,,[ = R.
Or a € R donc (E,,) a une unique solution sur chacun de ces intervalles : soit 2n solution.

Elle en a une également sur |0, +o0o| car a > 0
(E,) a donc 2n + 1 au total (ce qui est cohérent avec le résultat trouvé pour n =1 )

3. Equivalent de la plus grande des racines quand n tend vers +oc.

On note x,, la plus grande des racines de (E,).

a) Comme (E,) a une unique racine strictement positive, toutes les autres sont plus petites.
La plus grande est donc celle ci et z,, > 0.

b) On ne peut pas utiliser ici I'inégalité des accroissements finis (minorant de In’ sur [z, z + 1] <
In (z + 1) — In () <majorant de In’ ) qui ne nous donne qu’un inégalité large.
On reprend donc séparément les variations de la différence pour x > 1

1

f(r)=—-—In

T

X

r—1

zl—ln(x)—kln(x—l)

€T




(N.B. on peut décomposer le In car x > 0et x +1 >0 )
f est dérivable sur |1, +o0| et

-1 1 1 1
/ = — = — g
f(m)_:ﬁ :1:+a:—1 ZL‘2(.73'—1)>0

donc f est strictement croissante sur |1, +oo|

1
En+oo:Iilz1_1/x—>1etlnxi1—>0doncf(ac)—>0.Doncf<Osur]1,+oo[
1
dott = < In —
x x—1
x 1 1
=1 — =lnx—1 —-1)—
g(x) n— - ——y=hs n(z—1) po
g est dérivable sur |1, +oo] et
1 1 1 1
g (x)=—— = 5 >0

T x—1+(;z;—1)2 z(x—1)

et g est strictement croissante sur |1, +00]

1
En +00 : g (2) — 0. Donc g < 0 sur |1, +oo[ d’ott — < In :
x x —
Et finalement pur tout x > 1:

Jalo) = Za:—lkk_

k=0
f@ = tra = 3
n(r)——+a =
T r+k
k=1
2n—1
1 1
fn(x)_x+2n+a N kz_;x+k

On a alors en sommant les inégalités en substituant z +k >0 a x

2n 2n

]‘ 2n €T 1 2 2
Zm—i—l{;< don lnx;]gk <Zmremdexeparh:k’—1
k=1 k=1
2n 1 2n—1 1

2n 2n
| k | k—1
Y e SEnG k) - Sk <Y
k=1 h=0
2n 1 2n—1 1
< 1 2n) —1 <
2tk n(z+2n) —ln(z) ;x—i—k

en réindexant puis en simplifiant .Soit finalement le résultat recherché pour z réel stricte-
ment positif :

fn(a:)—l+a<ln(1+2?n)<fn(x)_ 1 a

T T+ 2n

Comme f,, (z,,) = 0 (car z,, est solution de I’équation E,,) et que z,, > 0 on a en particulier

1 ( 2n> 1
a——<In(l4+— | <a-—
Tn T T, + 2n




d) On ne réutilise que 'inégalité de droite :

2n 1
In{l+—)<a———<a
Tn T, + 2n

On fait disparaitre le In en prenant 'image par exp qui est strictement croissante sur R :

2
1+ < exp (a)
Tn
2
donc — < exp (a) — 1
Tn

et comme exp (a) > 1 (car a > 0) et que la fonction inverse est strictement décroissante
sur RY :
- 2n
Ty > —————
exp (a) — 1

N.B. pour savoir laquelle des deux inégalités utiliser, on commence avec les deux au
brouillon et on regarde a la fin laquelleétait utile.

e) Comme 2n — +o0o et que exp (a) — 1 > 0 alors par minoration, x,, —= occ.

1 2n 1
a——<hh(l+—)<a———
Tn Tn

et de l'inégalité

n
on déduit par encadrement que In <1 + —) — a, lorsque n tend vers +oc.
xn

f) En prenant I'image par exp qui est continue sur R (lim,_,, exp (z) = exp (a) ) on a alors

2 2
1+—n—>e“et—n—>e“—17é0
L Tn

d’ou I’équivalent
2n

Y
n—+oo ¢ — 1

Tn

puisque leur quotient tend vers 1.
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