Corrigé ECRICOME 2002 option Economique par Pierre Veuillez

1 EXERCICE

Dans ’ensemble M3(R) des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels, on considére le sous-
ensemble E des matrices M (a,b) définies par :

M(a,b) =

(S ESEN Y
ot ot R
SIS

Ainsi :
E={M(a,b) a,beR}.

On note f,; 'endomorphisme de R? représenté par la matrice M (a,b) dans la base canonique B =
(€1, €9, €3) de R3.

1.1 Structure de FE.

b a b 010 1 01
1. Ona F = a bb|/abeR)y=<al 1 00 |)+b[ 01 1]/abeR
b b a 0 01 1 10
010 1 01
onreconnait [ 1 0 0 | =M(1,0)et | O 1 1 | =M(0,1)
0 01 110

Donc E = Vect (M (1,0), M (0,1)) sous espace de M3(R).
2. On a du méme coup pour famille génératrice : (M (1,0), M (0,1))

Pour montrer qu’elle est libre on montre que si une combinaison linéaire est nulle alors les
coefficients sont nuls :

b
Soient a et b deux réels. Si aM (1,0) +bM (0,1) =0 alors | a
b

> o

b
b =
a

o O O
o O O
o O O

donca=0et b=0.

Cette famille est donc libre et génératrice. C’est donc une base de E qui est donc de dimension
2.

1.2 Etude d’un cas particulier.

On pose A = M(1,0).

010 010 100
1. A2 = 1 00 1 00 = 010 =1
0 01 0 01 0 01
Donc A-A=1 (et A- A=1T) A est inversible et son inverse est A~! = A

2. On peut utiliser la relation précédente pour en déduire les seules valeurs propres possibles de
A
— Si a est une valeur propre de A et X une colonne propre (non nulle) alors A2X = A (AX) =

aAX = o?X et comme A% = I, on a aussi A2X = X donc o?X = X et comme X # 0 on a
a?=1.Alorsa=1oua=-1




— Est-ce que 1 est valeur propre de A? (on aura besoi du sous espace propre ensuite). Avec

x
X=1uv
z
—r+y=0
(A-1)- X =0 r—y=0 < x =1y donc 1 est bien valeur propre et a pour sous
0=0

espace propre associé :

S1={(,v.2) / y.z € R} = Vect ((1,1,0),(0,0,1))

Ces deux vecteurs sont non colinéaires. Ils forment donc une famille libre.

C’est donc une famille libre et génératrice i.e. une base du sous espace propre.
— De la méme facon est-ce que -1 est valeur propre de A?

Yy=—-x y=—x

L’ensemble des solutions est S_; = {(x, —x,0) / x € R} = Vect ((1,—1,0))
Donc —1 est bien valeur propre et le sous espace propre associé & -1 est engendré par
((1,—1,0)) qui en est donc une base .

— Ce sont donc les deux seules valeurs propres de A

3. Soient i = (1,1,0), j=(0,0,1) et k= (1,—1,0).
Ils ont pour coordonnées dans la base canonique (1,1,0), (0,0,1) et (1,—1,0)

Comme A est la matrice de f; dans la base B les vecteurs (;, j) forment une base du sous

espace propre de f; o associés a la valeur propre 1 et le vecteur (k) est une base du sous espace

propre associé a la valeur propre —1.
Comme la somme des dimensions des sous espaces propres est égal a4 3 (dimension de R? ) la

concaténation (i, 7, k’) de ces bases forme une base de R3.

1 0 0
Et la matrice de f;( dans cette baseest [ 0 1 0
00 -1

1.3 Diagonalisation des éléments de E et application.

On consideére les vecteurs de R? suivants :
u=(1,1,1), v=(1,-1,0), w=(1,1,-2).

1. Les matrices de E sont symétriques donc diagonalisables.

2. Comme C = (u,¥,w) a 3 éléments, il suffit de montrer que la famille est libre pour montrer
qu’elle est une base :
Sizid+yi+z0=0alors..z=y=2=0
Mais comme on demande ensuite la matrice inverse de la matrice de passage, il est plus
économe de tout faire en méme temps.
(u, U, W) est une base si et seulement si la matrice de leurs coordonnées (en colonne) est inver-

sible.
1 1 1
Soit P=| 1 —1 1 | cette matrice. On applique la méthode de Gauss
1 0 -
1 1 1(100 Ly 11 1 100 Ly + Ly/2
1 -1 11010 Ly— L1 & 0 —2 0 -1 10 —Ly/2
1 0 2[00 1) Ly—1I, 0 -1 —=3| =1 0 1) Ly—Ly/2




10 1| 1/2 1/2 0\ L+ Ly/3 10 0| 1/3 1/3 1/3\ L+ Ly/3
slo1 o] 12 —1/2 0 L, =|o010]|12 12 0 Lo
00 -3| -1/2 -1/2 1) —Ly/3 00 1|1/6 1/6 —1/3) —Ls/3
/3 1/3  1/3
Donc P est inversible et P~ = [ 1/2 —1/2 0

1/6 1/6 —1/3
Un raccourci de la rédaction (le calcul d’inverse est a faire au brouillon) est de constater (sans
expliquer d’ou vient cette matrice) que :

1 1 1 1/3  1/3  1/3 100
1 -1 1 1/2 —1/2 0l=(o010
1 0 —2 1/6 1/6 —1/3 00 1

Finalement (@, ¥,w) est une base de R3

. La matrice de passage de la base B a la base C est formée par les coordonnées (en colonne) des
vecteurs de C dans la base B. C’est donc la matrice P écrite ci-dessus.

/3 1/3  1/3
Pl = 1/2 —-1/2 0
1/6 1/6 —1/3
. On pourrait utiliser la formule de changement de base pour obtenir les coordonnées des images
de u, U, w dans la base C.
Mais comme ces vecteurs ne nous ont pas étés donnés au hasard, on peut tenter directement
a partir de leurs coordonnées dans la base canonique et de la matrice de f,; dans cette méme
base.

@ a pour coordonnées (1,1,1) donc f,; (@) a pour coordonnées dans B :

b a b 1 2b+a 1
a b b 1 | = 24+a | =(2b+a)| 1
b b a 1 20 +a 1
Donc f, (@) = (2b+ a) @ et de méme
b a b 1 b—a 1
fap (V) a pour coordonnées : [ a b b -1 ]l=|a-b|=0b-a)]| -1
b b a 0 0 0
donc f,p (V) = (b—a) ¥
b a b 1 a—b 1
Etenfin | a b b 1| = a—b = (a —b) 1 | donc fup (W) = (a—0b)w
b b a —2 2b — 2a —2
2b+a O 0
. La matrice de f,; dans la base C. est donc : D, = 0 b—a 0

0 0 a-—b
. P est la matrice de passage de B dans C. Son inverse P~! est donc la matrice de passage de
C dans B. Donc la matrice de f,; dans la base C s’obtient a partir de sa matrice M, ; dans la

base B par :
P~ 'M,yP = Dgy.
. D, étant une matrice diagonale, elle est inversible si et seulement si les coefficients de la

diagonale sont tous non nuls.
Donc si et seulement si a # —2bet a # b

. On a alors comme D, ; est diagonale, son inverse en inversant les coefficients de la diagonale :

1/(2b+ a) 0 0
D,; = 0 1/(b—a) 0
’ 0 0 1/ (a—b)




10. Les deux matrices M, et D, ;¢ tant semblables, elles sont simultanément inversible. Donc M,
est inversible si et seulement si a # —2b et a # b.

2 EXERCICE.

On considére la famille de fonctions (f,,)nen+ définies sur | — 1, +o00[ par :

fo(z) = 2" In(1 + z).

2.1 Etude des fonctions f,,.

Soit n € N*. On note h,, la fonction définie sur | — 1, +o0[ par :

hp(z) =nln(l +z) + T

1+
1. h, est dérivable sur | — 1, +00[ comme composée et quotient de fonctions dérivables et
n l+z—2 n+1+nx
hi, () = + =

Cldr o (1+2)? (L+a)?
Et comme 2 > —1 on a nz > —n et hl, (z) > 0.
Donc h,, est strictement croissante sur | — 1, +00|
2. On a: h,(0) =0, et comme h,, est strictement croissante, sur | —1,0[ on a :
h, < 0sur | —1,0[ et sur |0, +o00[ on a h, >0

3. Etude du cas particulier n = 1.

a) fi(x) =zIn(l+ z).
La composée de © — 1 + x dérivable sur | — 1,4o00[ a valeurs dans ]0,4o00[ ot In est
dérivable.
Et x — 2 est dérivable sur R donc f,, est dérivable sur | — 1, +o0|

() :m(1+x)+1+% = hy (2)

b) Donc f; est strictement décroissante sur | — 1, 0[ et strictement croissante sur |0, +o0.
4. Soit n € N*\ {1}.

a) Comme n € N*, la fonction x — 2™ est dérivable sur R (la formule pour dériver serait
différente pour la puissance 0) donc (produit et somme ) f,, est dérivable sur | — 1, +00|

n

fi(z) = na"'In(l+2)+

= 2" (nln(1 ’
x <nn( +x)+1+x

14+
= 2" 'h, (2)
b) Donc si n est pair, n — 1 est impair donc
T -1 0
T —1 0
hn('r> - 0 + h (:L‘) - 0 +
e -0 7 z"! + 0+
n pair :| f] + 0 + n impair : 7 (7) R
/4o x
nlX) | +00 +00

En -1, 2" — +1 si n est pair et 2" In(1 + z) — —oo et 2™ In(1 4+ ) — 400 si n impair
En 400 :2"In(1 + ) — 400




2.2 Etude d’une suite.

On considere la suite (Uy,),,oy. définie par :

U, = /01 fo(z) dx.

2.2.1 Calcul de U;.

1. Pour comparer, on met les deux expressions sous la méme forme (méme dénominateur) en
réordonnant par rapport aux puisances de T :
) b
c ar*+ (b+a)z+b+c

b =
ar -+ +x+1 r+1

On a donc l'égalité sia=1etb+a=0etb+c=0soita=1,b=—-letc=1
Une autre rédaction est de chercher ces coefficients au brouillon et de constater que :

P v
T — =
r+1 x+1
et donc que a =1, b= —1 et ¢ = 1 conviennent

2. On peut alors déterminer une primitive (la fonction intégrée est continue sur l'intervalle d’in-
tégration) et z +1 > 0

1 2 1 2 1
1
/ T dr = / r—14——)dx= x——x+ln(w—|—1)
o T+1 0 r+1 2 20

Ulz/o fl(x)d:c:/o zln(1+x)de

et en intégrant par partie (on dérive le In pour le faire disparaitre)
1

1+2x

u(z) =1In(1+ ), u de classe C* sur [0,1], v’ (z) =
v (z) =z, v’ est continue v (x) = x?/2

2 1 1 2 1 2
In (2 1
U, = x—ln(l—kx) —/ Y dr= n()__/ i
2 )2+ 2 2, 1tz

= =

2.2.2 Convergence de la suite (U,), .-

1. Pour monter que la suite (Uy,),,cy. est monotone, il suffit de comparer U,, et Up,,1.
Comme ce sont des intégrales, on compare leurs contenus sur [0, 1] :
"t — g™ = 2™ (z — 1) < 0 pour tout z € [0, 1] et comme In (1 4+ x) > 0 sur [0,1] (car 1+x > 1)
donc 2" In(1+z) < 2"In (1 + z) et comme 0 < 1 (ordre des bornes) on a alors

1 1
/ In+11n(1+$)d:v§/ z"In (14 x)dx
0 0

et Un—I—I S Un
Conclusion : |la suite U est décroissante |




2. Toutes ces intégrales sont positive ou nulles car le contenu est positif et les bornes sont en ordre
croissant

Donc U est décroissante et minorée par Odonc convergente.

3. Pour encadrer I'intégrale, on encadre la encore le contenu. Pour obtenir HLH on conserve le z"
dans cet encadrement. On se contente donc d’encadre le In :
Sio<z<lalors1<1+x <2etcomme In est strictement croissante sur ]0, +00] et que 1,
1+ et 2 en sont éléments, In (1) <In(1+z) <In(2).
Comme 2™ > 0 alors 0 < z"In (1 +z) < 2"1n(2)
Enfin comme 0 <1 :

OS/Ola:”ln(1+:z:)dx§/lenln(2)dx:1n(2) {

n+1 n+1
. In2
Conclusion : |Vn e N*: 0 < U, <
n+1
In2
4. Et comme — 0, | par encadrement U,, — 0
n+1 n—-+oo

2.2.3 Calcul de U, pour n > 2.
Pour z € [0,1] et n € N*\ {1}, on pose :

I
—
|
[
~—

&
8
=

Sp()=1—a 42>+ +(=1)"z"

1. Comme —z # lon a:

Suw) = YDtk =Y (rayh = T L

k=0 k=0 —z—1
_ 1 (_1>n+1xn+1
14z 1+z

1 (—1)”:107“rl
+
1+2 1+x

2. On a donc en intégrant 1’égalité précédente sur [0, 1] :

/Olf:(—mwdx _ Z(—l)k/olxkdx:io(—l)k [gijl_

k=0 k

d’une part et d’autre part

1" 1 1 (_1)nxn+1
—1)fatde = / d
%:ZX Jatde A RS v
1 1 ntl
:/ dx—l—(—l)"/ T dr
o 1+ o 14+
. 1 ntl
— M +al+ (-1
0
1 xn—&—l
= 1n2+(—1)"/ dx
0

1+z

xr
1+x

dx




et finalement

n —1 k 1  n+l
(=1) =In2+ (—1)"/ T da.
0

k:0k+1 1+

(

_1)k
kE+1

n
3. On reconnait dans la formule proposée Z . On fait donc apparaitre dans I’expression de
k=0

n+1

1
U, la quantité /

o 1
On a

+x

1
Un:/ z"In(l1+x)de
0

1
avec u (x) = In (1 + z), u est de classe C! sur [0,1] et v/ (x) = T
T
J}n+1
et avec v’ (x) = 2" continue on a v (x) = ] donc en intégrant par parties :
n

Un _ |:C(]n+lhl (1+J]):|1 _/1( xn+1
0

d
n+1 ntl)(1+a)

=0

In2 1 /1 Tt
= — dz
n+1l n+1/y 1+x

et de . )
n -1 n+1
Z( ) :1n2+(—1)"/ T dr
kE+1 o 1+
k=0
on tire
1 n+1 n _1\k
/ = e S E g
0 1"‘.%' k:0k+1

d’ou finalement

U, = 2 . (=D [an— (1—%+~-+(_1)k+~~+(_1)n>].

T n+1 n+1

3 EXERCICE.

Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules étant indiscernables au toucher.
On y préleve une boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on note sa couleur, et
on la remet dans 'urne avec ¢ boules de la couleur de la boule tirée. On répéte cette épreuve, on
réalise ainsi une succession de n tirages (n > 2).

3.1 Etude du cas ¢ = 0.

On effectue donc ici n tirages avec remise de la boule dans 'urne.

On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules blanches obtenues au cours des n
tirages et Y la variable aléatoire réelle définie par :

— Y = k si 'on obtient une boule blanche pour la premiére fois au k™ tirage.

— Y =0 si les n boules tirées sont noires.

1. On effectue n tirages indépendants (le contenu de 'urne ne change pas) pour lesquels la pro-
babilité d’obtenir blanc est toujours 1/2 (boules équiprobables). Donc X — B(n,1/2) et
E(X)=n/2etV (z)=n/4




2. Pour k € {1,...,n}, (Y = k) signifie qu'on obtient B pour la premiére fois au k™ tirage.
Donc que l'on a eu N pour les tirages précédents

k—1
(Y =k)=(\N:NBy
i=1
et les tirages étants indépendants, .

b (v =8 = T[p (V) -p (B — (%)

=1

1 n
(Y = 0) signifie qu’il n’y a eu que des N lors des n tirages. Et donc P(Y = 0) = (5)
3. Pour calculer cette somme, il faut traiter & part la valeur k =0 :
dp(Y=k = > PY=k+p(Y =0)
k=0 k=1
n 1 k 1 n n 1 k 1 0 1 n
-206)+6) 20 () +6)
k=1 k=0
1\nt+1 n 1\7 1_1(1\n
N C)) —1_1+ N (G) —1+3-5(3)
o L_q 2/ _1
2 2
=1
4. On le démontre par récurrence : Pour x # 1
— Pourn=1ona:
1
Z ka* = zet
k=1
L' — 1+ D2+ 2®—20+1
1—x)2 - T T F
(1—=x)
d’ou I’égalité.
— Soit n € N* tel que
ik N nr"t2 — (n T 1)xn+1 +
¥ = .
— (1—x)?
alors
n+1 n
kak = kak + (n+1)2™!
k=1 k=1
nz" ™ — (n+ 1)z" ™ +
— 1 n+1
 (n+ a1 -2+ — (n+ 12" +u
- Tk
(4Dt —2(n+1) 2"+ (n4 1) 2" + na? — (n+ 12"t + o
B (1— )
m+1)a"B+—-(n+2)a"? +x

(1 —x)?

Ce qu’il fallait démontrer




5.

— Donc la propriété est vraie pour tout entier n > 1

On a alors

E(Y) = zn:k:-p(Y Zk PY =k +0-p(Y =0)

n+2 (77,—|— 1) (%)nJrl +%

- Z’“( ) -

2

3.2 Etude du cas ¢ # 0.

On consideére les variables aléatoires (X;),_,.,, définies par :

— X, = 1 si on obtient une boule blanche au i®"“tirage
— X; = 0 sinon
On définit alors, pour 2 < p < n, la variable aléatoire Z,,, par :

1.

2.

Z, = Zp:X
=1

X, compte le nombre de boule(s) balnches obtenue au i®"¢ tirage (uniquement). Z, est donc le
nombre total de boules blanches obtenues lors des p premiers tirages.

Au premier tirages, les 2 boules sont équiprobables. Donc X; (©2) = {0,1} et p(X; =1) =

p(Xe=1)=1/2 et X; suit une loi de Bernouilli de parameétre 1/2. On a don F (X) = 1/2 et

V(X)=1/4

Il y a ici 4 probabilités & déterminer en décomposant en fonction du résultat de chacun des

deux premiers tirages :

- (Xl == Ong == 0) == (Nl ﬂNg) dOIle(Xl == OﬂXQ == O) :p(Nl ﬁNg) :p(Nl)p<N2/N1)
Quand on a N; on rajoute alors ¢ boules Noires. Il y a donc 1 blanche et ¢+1 noirs lors du
second tirage. Ces boules étant équiprobables :

1 c—|—1
Xi=0NnXy=0
p(X 2 =00 =353 L
— Deméme p(X; =0NXy=1)=p (N1 N Bsy) =p(Ny)p(By/N1) = 3 o3o
1 1
*p(Xlzlﬂng()):p(BlﬁNg):p(Bl) <N2/B1):2 12
1 c+1
fetenﬁnp(X1zlﬂngl):p(BlﬂBg):p(Bl) (BQ/Bl) 5 cro
La loi de X5 est la loi marginale :
1 e+1 1 1 1
- p(Xy = Xi=1NnXy = X = X, = — — - = -
p(Xo=0)=p(Xi=1NXo=0)+p(Xi =0NX=0) = %CJF%JF% CJ{Q %
¢+
*p(ngl) (Xl—lﬂXg—l)—l—p(Xl—OﬂXz—l) 5 19 50—{—2:5

La loi de X, est donc la méme que celle de X; et E'(Xs) = F(X;) =1/2

Ici Z5 est la somme de deux variables aléatoires suivant des lois binomiales de méme parameétre
de succeés. Mais elles ne sont pas indépendantes. On ne peut donc pas conclure que 7y —

B(2,1/2)




- Z2(Q):{071>2} 1 +1
C

c
—(Zy=1) = (X1=0NnXy,=1)U (X; =1NX,;=0) et comme ces deux parenthéses sont

(d’apres la loi du couple)

incompatibles :
1 1 1 1 1
Zy=1)=p(X; = Xy, =1 X, =1NXy,=0)= = Z. -
P2 J=p(Xi=0nX e ﬂl 2 (1)> 2 c+2+2 c+2 c+2
c+
~ (Zy=2)=(X1=1NnXo=1)etp(Zy=2)==- .
(Z2=2) = (X, 2 =1) et p(Zs )2C+2

5. On peut avoir en p tirages de 0 & p boules blanches. Donc Z, (2) = [[0, p]]
6. Soit p < n—1.
a) Quand (Z, = k) on a obtenu k boules blanches et p — k boules noires. On a donc rajouté
lors de ces tirages k - ¢ boules blanches et (p — k) ¢ boules noires.
Il y a donc k - ¢ + 1 blanches et (p — k) ¢ + 1 noires lors du p + 1™ tirages.
Ces boules étant équiprobables
k-c+1
X, =1/Z,=k) =
P(Xpt /Zp ) p-c+2
b) Les événements (Z, = k), 1o,y forment un systéme complet d’événements. Donc d’apres
la formule des probabilités totales :

p(Xp-i-l = 1) = Zp(Xp-i-l =1 /Zp = k)p (Zp = k)

p

_ etz =

kzop-c+2

Mais on ne connait pas la loi de Z, ... Aussi ne fait on apparaitre que son espérance :

p p
k-c+1 1
P =) = 3 mrp (B =h = gD (ke Dp(Z = b
1 p p
= o | B =R p(Z=h
k=0 k=0
1 cE(Z,)+1
= E(Z 1] = —2
5 eB(z) + 1=
c) On en déduit par récurrence que X, est une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre
1
5.

— Pour p = 1, X suit bien une loi de Bernouilli de parameétre 1/2
— Soit p > 1 tel que pour tout k € [[1,p]], X — B(1/2)
Alors E (Z,) =Y 7 _| E(X;) =p/2

et
cp
cE(Z)+1 S t1 oy
2+ pc 24+pc  2(cp+2)

)
et donc p (X, =0)=1-p(X,=1)=1
Donc X, 41 suit une loi binomiale de parametre 1/2
— Donc pour tout entier p > 1 : X, suit une loi binomiale de parameétre 1/2.




