Corrigé ECRICOME 2004 Voie Eco par Pierre veuillez

1 EXERCICE

Soient f la fonction numérique de la variable réelle définie par :

1

V:EE]R, f(.l’):\/ﬁ

et (u,) la suite de nombres réels déterminée par :

{ wo = fy £ (2)da

Vn € N*, un:folx”f(x)d:c

On note C; la représentation graphique de f, relativement & un repére orthonormal <O, i ]) .

1.1

1.

Etude de f.

[ (x)

1 1
est définie sur R et pour tout r € R, —z € Ret f(—2z) = = =
d P f =) — Vi
1+ (—x)
Donc f est paire sur R
f est dérivable sur R et

o= e
x 0 + +oo
Donc| f'(z) |0 —
fle) |1 N\

3. En +o00v1 + 22 — +o00 donc f () — 0 lorsque z tend vers +o0.

4. f est minorée par 0 et majorée par 1 sur R donc par parité, sur R~ également.

Donc f est bien bornée sur R.

. Il faut tracer les asymptotes (y = 0 ) en +oo et la tangente horizontale en 0.

IL faut respecter le sens de variation sur Rt et compléter par symétrie par rapport a la droite Oy
D’ott une courbe en chapeau de gendarme.

Comme f est continue et strictement décroissantes,
elle est bijective de [0, +oo[ dans |lim, f, f(0)] =]0,1] = J

. Pour tout y de l'intervalle ]0, 1],

(@) :
xTr) = _—
Y Vit '
1
<— Vi+a2=- cary#0
Y
, 1
— l+2°=—
Y
car la fonction carré est strictement croissante sur R™ et que /1 + 22 et y% en sont éléments.
1 1—y?
f@)=y+=2’==—-1= Y




et comme y € ]0, 1] alors 1 —y? (bindme) est positif, et que V est strictement croissante sur R* alors

fla)y=y < \/?Z\/l;?ﬂ
Vi s

— I =

Y

carx>0ety>0
1— 2
Y
8. (Comme f est bijective, on savait déja qu’elle avait une réciproque)
Pour tout y € ]0,1] et x € RT on a

Donc I'unique solution de I’équation sur Rt est 2 =

1—192

fl@)=y=uz= ;

donc on retrouve que f a une réciproque sur R* et que f~! définie sur ]0, 1] par :

1.2 Calcul d’aire

On considére la fonction numérique F' de la variable réelle z définie par :
F(z)=1In (:(;—i— Va?+ 1)

Pour tout réel A strictement positif, on note A (\) laire (exprimée en unité d’aire) du domaine constitué
par ’ensemble des points M (z,y) tels que :

A<z <2\ et 0<y<f(x)

ainsi
2)

AN = f(z)dx

A
1. On peut résoudre(l) : z + vVa2+1 > 0 <= x > —v2%+ 1 mais pour élever au carré, il faut
distinguer suivant que z € Rt ou R™.

— Siz € R™, comme carré est strictement décroissante sur R~ et que —v/ 22 + 1 en est élément,
(1) <= 2? <2+ 1 <= 0 < 1 ce qui est toujours vrai.

— si > 0 alors comme —v22 4+ 1 < 0 alors (1) est vérifiée

— Donc elle vrai pour tout x € R

Ou bien, on peut reconstruire I'inégalité :
Pour tout z € R: 2% +1 > 22
donc comme Vv est strictement croissante sur R* et que 22 et 22 + 1 en sont éléments :

Vaz+1> Va2 =|z| > —x (on sait que — |z| < x < |z| ) donc Va2 + 1+ x > 0 pour tout x € R
Donc F' est définie sur R.




2. Comme V22 + 1+ 2 > 0 alors I est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et

1 1
Fllz) = ——M—M—- 1—{——21’)
(z) x+V1+ a2 ( 21 + 22

- 1 (\/1+:c2+a:>

x—l-m‘ m
S
T Vire 7

Donc F' est bien une primitive de f sur R

3. Pour tout t e R: —x € Ret F(—z) =In (—m +V1+ x2) ... que 'on a du mal & rapprocher de
F ()
Mais F (z)+F(—z) =In (z + V1+2?)+In (—z + V1+2%) =In ((—z + vV1+2?) (z + V1 +2?))
Identité remarquable : F (z) + F (=) =In (1 +2? —2?) =0
et finalement F' (—x) = —F (x) et F' est bien impaire sur son ensemble de définition.

4. Quand z tend vers 400 : x + V1 + 22 — +oo0 donc F (z) — +oo
Et comme F' est impaire, F'(x) tend vers —oo quand x tend vers —oo

5. Comme f est continue sur R, et F' une primitive, on a :
AQ) = [F (@)2, = F(20) = F (V)

forme indéterminée en +o0o

F2)N) —-F(\) = 1n<2/\—|— (2)\)2+1)—1n()\+\/)\2+1>

o)) (0

= 1n(2)+ln()\)+ln<1+ 1+2L)\2>—1n()\)—1n<1+ 1+—>

)\2
1 1
= In(2)+In|1+ 1+2—)\2 —In|1+ 1—|—F

— In(2)

on peut développer le In car les termes sont tous strictement positifs
Finalement A (A\) — In (2) lorsque A tend vers +o0.

1.3 Etude de la suite (u,).

1. On revient a l'intégrale :

vy = / f (@) dx = [F (1),
(1)~ F (0)
—1In(1)

i
5 T
—~
wW
~— ~— —

|
=)

(3




et

1 1 1
_ _ | 2
s /093 1+x2dx [ 1+gj]

= V2-1

0

car on remarque que x est a peu pres la dérivée du contenu de la racine.

1
2. Onauz = |, $3ﬁdx
x

V1+ 22

Soit u (z) = 2% : v/ (z) = 2z et V' (x) = v (x) = V1 + 22 avec u et v de classe C* sur [0, 1]

1
uz = [:cZ\/ 1+ 352}

0

1
—/ 22V 1+ x%dx
0
1
= \/5—/ 20 (1+2%) " da
0

- Va- {; (1 +a:2)3/2]:

2 2 432 2

= V29 o YT, =

V2 3 +3 V2 3 3
2 1
T3 3

3. Pour comparer les intégrales u,, et u,.; on compare d’abord les contenus :
2" (2) —a"f () = 2" f (z) (x — 1)
et comme sur [0,1]: f(x) > 0et z —1<0alors 0 < z""'f (z) < z"f (x) sur [0, 1]
De plus 0 < 1 donc 0 < fol "M f (z) doe < fol 2" f (z) dz et 0 < upyy < uy
Donc la suite (u,) est décroissante.

4. Donc la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente.

5. On a vu que [ était comprise entre 0 et 1 sur RT.

1
Donc 0< ——
V1422

Comme 0 < 1 alors

:L,n
<1 et comme 2" > 0 sur [0, 1] alors 0<——= < 2"

V14ax2

1 1 ol 1 1 " 1
deS/ —dmﬁ/ x"dx:[ " }
/; 0 \/1+ZL‘2 0 n+1 =0
et finalement .
VneN, 0<u,<
n+1

6. Et comme HLH — 0 alors par encadrement u,, — 0 quand n — +oo0.

2 EXERCICE

Dans cet exercice, on étudie I’exponentielle d'une matrice pour une matrice carrée d’ordre 3, puis d’ordre

2.




2.1 Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 3.

Soient A et P les matrice définies par :

11 1 2 1 1
A= -11 -1 ]|, P=[ -1 2 -1
—2 0 -2 1 -1 1

1. On applique la méthode de Gauss :

2 1 1100 Ly —2L3 — L3 1 -1 100 1 L+ Ly
-1 2 -1 010 Lo+Li—Ly — | 0 1 001 1
1 -1 1 001 Ly — Ly 0 3 -1 10 -2 L3 — 3L,
10 10 1 2 Ly + Ls 100 1 -2 -3
~— (01 00 1 1 ~— | 010 0 1 1
00 -1 1 -3 =5 —Ls 001 -1 3 5
1 -2 -3
Donc P est inversible et P~1 0 1 1
-1 3 5
2. Onpose T = PAP~!
11 1 1 -2 =3
) OnaT=P| -1 1 -1 0o 1 1
-2 0 =2 -1 3 5
2 1 1 0o 2 3 0 2 1
=1 — 2 —1 0O 0 -1 =100 —1
1 -1 1 0 -2 —4 0 0 O
0 2 1 0 2 1 0 0 =2
b) DoncT?= | 0 0 -1 00 -1 =00 0
0 0 O 0 0 O 00 0
0 0 —2 0 2 1
et T3=T?T=|(0 0 O 00 —1]=0
00 O 00 O
Donc pour tout n > 3, puis 7" = T" 3T = 0 (on peut développer la puissance car n —3 > 0 )

3. On a alors
Vn >3, A"=PT"P'1=0

4. Pour tout réel t, on définit la matrice E (t) par :

2
E(t):I+tA+%A2

ou [ désigne la matrice unité d’ordre 3.

a) on simplifie le produit en utilisant que A3 = A* =0

t2 tl?
E@)E{) = (1 +tA+ EAQ) (I +HA+ 7A2>

t2 t/2 t2 t2t12
= I+(t+t’)A+(§+tt’+5)A +(t7+t’ )A?’ 1 At

1
- [+(t+t')A+§(t+t’)2A2

= E(t+1t)

a+b

N.B. c’est cette propriété qui est caractéristique de 'exponentielle. (e2+? = e%eb )




b) On a pour tout t réel, E(t) E(—t)=E(t—t)=FE(0)=1

t2
Donc F (t) est inversible et E (t)™' = E(—t) =1 —tA + §A2

(nt)”

c¢) On a aussi par une récurrence immédiate que [E (t)]" = E (nt) =1 +nt A+ TAQ pour tout

entier naturel n.

2.2 Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 2.

Soient B et D les matrices définies par :

0 —1 10
(2 5) 7=l
Pour out entier naturel n non nul, et pour tout réel ¢, on définit la matrice FE, (t) par :
e an (t)  cn (1)
E,(t) = Z EB que 'on note E, (t) = (
k=0
1. On recherche les sous-espaces propres de B :

woan () =0 {36000 = 0{ asdom

Comme [2 — (3 — a)a] =2 — 3a + o a pour racines a = 1 et o = 2

—sia#1eta#?2alors (1) < { gyc i 8 et « n’est pas valeur propre.
— si o =1alors (1) <= y = —x et 1 est valeur propre associé au sous espace propre Vect ((1,—1))
— si o =2 alors (1) <= y = —2x et 2 est valeur propre associé au sous espace propre Vect ((1,—2))

Donc B de taille 2 a deux valeurs propres distinctes est donc diagonalisable.

2. On a une base de vecteurs propres en concaténant 1 vecteurs propres de chaque sous espace associés
respectivement & 1 et 2 (ordre dans D ) .

Donc @) = ( _11 _12 ) est inversible et convient pour B = QDQ~! soit Q7'BQ = D

3. On peut calculer I'inverse de @) puis développer QD"Q ! on procéder par récurrence :
220 1-—2°
—pourn=20: <20+1_2 90+ _ 1 ) =I=8"
2—2" 1-2"
2n+1 -9 2n+1 -1

2 -2 1—-27 0 —1 2 —ontl 1 gntl
n+l __ n _ —
alors B _BB_(2n+l_2 2n+1_1)(2 3)_<2n+2_2 _1+2n+2
2-2" 1—-2"
2n+1 -9 2n+1 -1
On économise ainsi le calcul de 'inverse et un produit de matrices.
n ok
4. La somme Z EBk de matrice se calcule terme a terme. Donc
k=0

— Soit n € N tel que B" =

— Donc pour tout entier n : B" = <

n n

Vn € N, an(t):zﬁ(g_gk):Z%’“—(Zt)k

k!
k=0 k=0

et de méme




n

n ¢k —2tk+2 2t)"
ba(t) = D 5 (21 -2 §j -

k=0
Ltk = tk — (2t)"
a(t) = ) 5 (1-29) :ZT
k=0 k=0
Utk DLtk 2(2t)"
d, (t) = P (2" —1) = — (20)
k=0 k=0 )

5. En développant, on fait apparaitre des sommes partielles de séries exponentielles :

0 (t) = ZQt — (2t) _Qikl 2]:')

k=0 k=0

— 2t — e

et de méme

— t* s (2t)" Y
b, (t) = —QZk'—I—QZ X 2e" + 2e
k=0 k=0
St N (20)F
G = Loy
k=0 " k=0
a— 1L (2t)F
d,(t) = — -7 12 ¥—> el + 2%
k=0 k=0

lorsque n tend vers +oc.
6. a) On a donc bien

b) On sépare alors les termes :

donc E; = < 2 11 ) et By = ( -1 -l ) conviennent pour E (t) = ¢'E} + e* E,

c¢) On trouve alors :




d) En s’inspirant de la partie précédente .... on calcule

E(t)E(~t) = ('Ey+e*E,) (e7'Ey + ¢ ' Ey)

= B} + " BBy + T By By + €M ES
Ey + Ey
I

Donc E (t) est inversible et son inverse est £ (—t)

3 Exercice

Une personne envoie chaque jour un courrier électronique par I'intermédiaire de deux serveurs : le serveur
A ou le serveur B.

On constate que le serveur A est choisi dans 70% des cas et donc que le serveur B est choisi dans 30% des
cas. (Ce qui revient a dire que la probabilité pour que le serveur A soit choisi est de 0.7). Les choix des
serveurs sont supposés indépendants les uns des autres.

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité d’une erreur de transmission avec le serveur A
est de 0.1, alors que la probabilité d’erreur de transmission avec le serveur B est de 0.05.

a) Passer par le serveur A ou B forme un systéme complet d’événement. En notant £ ”il y a une
erreur de transmission”

p(E) = pa(E)p(A)+ Ps(E) p(B)=0.1x0.7+0.05 x 0.3
0.085

b) ”si le courrier a subi une erreur de transmission” pose une condition..

On demande donc ici p (A/F) alors que la probabilité donnée est p (E/A)

P(ANE) _ pa(E)p(A)

p(E) p(E)
01x07 70 14
0.085 85 17

p(A/E)

Donc, si le courrier a subi une erreur de transmission, la probabilité pour que le serveur utilisé
soit le serveur A vaut %.

2. Un jour donné, appelé le jour 1, on note les différents serveurs utilisé par ’ordinateur par une suite
de lettres. Par exemple, la suite AABBBA... signifie que les deux premiers jours 'ordinateur a
choisi le serveur A, les jours 3. 4 et 5 il a choisi le le serveur B, et le jour 6 le serveur A. Dans cet
exemple, on dit que I'on a une premiére série de longueur 2 et une deuxiéme série de longueur 3 (Ce
qui est également le cas de la série BBAAAB . ..)

On note L, la variable aléatoire représentant la longueur de la premiére série et L, la variable aléatoire
représentant la longueur de la deuxiéme série.

Ainsi, pour k£ > 1, dire que L; = k signifie que pendant les k& premiers jours, c’est le méme serveur
qui a été choisi et le jours suivant ’autre serveur.

a) L, = k signifie que pendant les k premiers jours, c’est le méme serveur qui a été choisi et le
jours suivant l'autre serveur.

Ce serveur peut-étre le A ou le B.




Donc (Li=k)=(A1N---NANBrr) U (BN N BN Agi1)
Les deux parentheéses étant incompatibles
P(Li=k)=P(AiN---NA;NBgy1) + P(BiN---N BN A1)
et les choix de serveurs sont indépendants donc

P(Li=k) = P(A1)...p(A)p(Bis+1) + P(Bi1)...p(Bk)p (Ak+1)
= (0.3)%(0.7) + (0.7)" (0.3)

b) On passe par la somme partielle :

Y P(Li=k) = > (03)"(0.7)+(0.7)"(0.3)

k=1 k=1

= (0.7) (ZN: (0.3) —1>+(0.3) (XN:(O.7)’“—1>
R 0‘7<1—1o.3_1)+0'3(1—1o.7_1):1

la convergence venant de [0.3| < 1 et [0.7] < 1. Donc
+00
>_p(li=
k=1

c¢) L; a une espérance si >, °% k P (L, = k) est absolument convergente. (<= convergente car
kP(Li=k) >0)

SIkP(L=k)| =

1

(@n)

N
Mz
=

OJ
ﬁMz

k=1
N N
- (Zk — 0] +(0.3) <Z )
k=0 k=1
0.3 0.7 03 0.58
— 07— 40, — 0 2
(1-0.3) 1-07)? O 03 0.21

donc Y% kp (L, = k) est absolument convergente et sa somme vaut E (L;) = 3
d) Les valeurs possibles de L; et de Ly sont [1, +o0|

Comme précédemment on décompose (L1 =i N Ly = j) suivant que le premier serveur choisi a
été A ou B :

i+j i+j
(Ly =iN Ly = j) (ﬂ A () B mAZﬂH) U (ﬂ By [ Ak ﬂBZﬂH)

k=1 k=i+1 k=1 k=i+1




les deux parenthéses étant incompatibles et les choix de serveurs indépendants

i i+j i i+j
P(Li=inLy=j) = [[pA) [ pB) x P(Aigj) + [[p(Be) J] »(A) x P(Biyjsa)
k=1 k=i+1 k=1 k=i+1

= 0.7"%x0.3 x0.74+03 x0.7 x0.3
0.7 % 0.37 + 0.3 x 0.7/

e) donc pour tout (i,7) EN2: P(Ly =iNLy=7j)=0.7" x 0.3/ + 0.3 x 0.7

f) La loi de Lo est la loi marginale :
+oo

Ly () = N* etpourtoutjEN*:P(ngj):ZP(leimLzzj)

=1
N N
D P(Li=inLy=j) = > (077 x0.3 +03" x0.7)

i=1 =1
N N
= 0.3 Z 0.7t 1 0.7 Z 0.3+1
=1 =1

N—-1 N—-1
réindexé k=i—1 = 0.3 Z 0.712 1 0.7 Z 0.3++2
k=0 k=0
0.72 .32

0.7
1-0.7 * 1-0.3

quand N tend vers +o0o, convergentes car |0.3] < 1 et [0.7| < 1
donc P (Ly = j) = 0.3733 + 0.7 pour j € L, () = N*

— 0.3

3. Soit n € N*. A partir d’un jour donné, que ’on appellera le jour 1, on note : N, la variable aléatoire
représentant le nombre de fois ot 'ordinateur choisit le serveur A pendant les n premiers jours, T}
le numéro du jour ou pour la premiére fois le serveur A est choisi et 75 le numéro du jour ot pour
la deuxiéme fois le serveur A est choisi.

a) N, est le nombre de choix du serveur A en n choix indépendants qui ont tous la méme
probabilité 0.7,
Donc N,, < B(n,0.7) et E(N,)=0.Tn et V (X)=0.21n

b) 17 est le rang du premier choix de A dans une suite de choix indépendants qui ont tous la

meéme probabilité 0.7,
Done Ty < G (0.7) et E(T) = —— et V (1) = 2= — 30
! ' YT Y049 49
c) Pour k > 2, (T, = k) signifie que on a eu A au k™€ et que c’était le second. Donc qu’il n’y en
avait eu qu'un seul avant.

Donc (Ty = k) = (Ng_1 = 1) N Ay, indépendants et Vk > 2,
P(Ty=k) = P(Ny1=1) P(A)
= (k I 1)0.710.3‘9—1—1 x 0.7
= (k—1)(0.7)*(0.3)"

4. Le temps de transmission en seconde d’un message par le serveur A est une variable aléatoire Z qui
suit une loi exponentielle de parametre 1.
Le prix en euros W de cette transmission, est calculé de la fagon suivante : on multiplie la durée de
transmission en seconde par 0.1 euro, auquel on ajoute une somme forfaitaire de 1 euro.




fZ(t):()sit<0

a) Une densité fz de Z est { Fr(t) = ctsit>0

et sa fonction de répartition est :
Fy(t)=0sit<0
Frp(t)=1—etsit>0

b) Le temps moyen de transmission est 1’espérance de Z soit F (Z) =1/1=1

c) D’apres "énoncé ona W =0.1 x Z 41

d) La fonction de répartition de W est donnée par :

Fy(t) = PW<t)=P01xZ+1<t)
— P(Z<10t—10)
— Fy (10t — 10)

Comme Z est a densité, Fi; est continue sur R et de classe C' sur R* (la ou f est continue)
Donc Fyy est continue sur R et de classe C' sur R— {1}
Donc W est a densité et une densité de W est donnée par fy (t) = Fyy, (t) = 10 f (10t — 10)

fw(t):081t<1
fz () =10e 0106 ¢ > 1
e) Comme Z a une espérance, alors W =W = 0.1 x Z + 1 également et

E(W) = 01E(Z)+1=01+1
= 11

Déterminer I'espérance de la variable W.

5. On suppose que le temps de transmission d’un message en seconde par le serveur B est représenté
par la variable aléatoire X dont une densité de probabilité f est donnée par :

ft)=tesit>0
ft)y=0 sit<0

oo 2 2 T
(On rappelle que / e U 2dt = 5 )
0

a) f est positive sur R, continue par morceaux et on étudie la convergence de son intégrale :
[° f=/° 0=0 (converge)
—00 —o0

quand M tend vers 400
Donc fj:oo f converge et vaut 1 donc f est bien une densité de probabilité.

b) La fonction de répartition Fy de X est donnée par

—sizx<0:Fy(t)=["_f(t)dt=["_0=0




—siz>0:Fy(t) = ffoo() + [ te=t?/2 = 1 — e=2°/2
¢) X a une espérance si fj;o tf (t)dt converge.
— ffoo tf (t)dt converge et est nulle.

— pour M >0: fOM tf (t)dt = fOM t2¢~%*/2dt que l'on intégre par parties.
w(t)=t:u' () =1:0(t) =te /20 (t) = —e /2 avec u et v de classe C' sur R

M M M
/ tf (t)dt = [—te’tm] - / o244
0 0 0

M
= —MeMz/Q—/ e 2t
0

M?/2 -M?/2 _

La forme indéterminée Me™ peut se lever en posant + = M? — +ooet Me
ze "/? =x/(y/€") — 0 car z est négligeable devant \/¢" avec /e > 1

Donc fOM tf (t)dt — /5 quand M tend vers 400

Finalement, joo tf (t)dt converge et vaut /% donc X a une espérance et F (X) = T
00 2 2




