Corrigé ECRICOME 2006 par Pierre Veuillez

1 EXERCICE

. On considere la fonction f définie pour tout réel x par :

S(x)=x+1+2¢e"

ainsi que la fonction g des deux variables réelles x et y définie par :

g(z,y)=¢" (x+y2-|—€z)

1.1 Recherche d’extremum local de g.
1. f est dérivable sur R et f'(z) =14 2¢* > 0
Donc f est strictement croissante sur R
En +oo: f(z) =2+ 1+ 2" — 40
En —oco: f(z)=2+142¢" — —oc0

2. En —coona: f(z)— (z+1) =2e" — 0 donc la droite d’équation y = x + 1 est asymptote.

Et comme f (x) — (x 4+ 1), la courbe représentative de f est au-dessus de 'asymptote.

3. Ona f(-2)

=—14e?2<0car =2 < 0donc e ? < ¢

et f(=1)=0+2e1>0

On applique alors le théoréme de bijection :

e f est continue et strictement croissante sur [—2, —1]
e donc bijective de [—2, —1] dans [f (=2), f (—1)]
e Deplus, 0 € [f(—2), f(—1)]

Donc I'équation f () = 0 a une unique solution sur cet intervalle.

Conclusion :

il existe un unique o € [—2, —1] tel que f (o) =0

N.B. qui n’était pas demandé mais qui va servir : comme f est strictement croissante, elle est
strictement négative avant « et strictement positive apres.

« est donc la seule solution sur R de f (z) =0

4. g est C? sur I'ouvert R?, donc si g a un extremum en (z,y) alors g—fc (z,y) =0 et g—z (xz,y) =0.

ce que 'on résout :

g—i(:v,y) = em(x+y2+em)+em(1+e“)
= ex(1+x—|—y2—|—2€$)

dg
-7 = %92
By (7,y) e"2y

On résout le systéme :

@x, =0 1+x+2e*=0 r=a«
{%( v) <:>{ <:>{y:0

Conclusion :

=0

Le seul point critique de g est (a, 0)




5. Sur l'ouvert R?, g présente un extremum relatif en ce point si 7t — 5% > 0 :

On calcule les dérivées secondes:

0%g

ro= @(:E,y):e"”(l—l—:p—l—y2+26x)—|—e””(1+26$)
= e$(2+x+y2+4ew)
s = ggy (z,y) =€e"2y
t = giyg (r,y) = 2€°
Donc en (a,0) on a r = % (,0) = e* (1 4 2a + 4e®)

s=0ett=2e"

Donc rt — s? = 2e** (2 + a + 4¢e®) signe ?

et comme —2 < aona (24 o+ 4e*) > 0.
Donc le point critique est un extremum local.

Et comme ¢t > 0

Conclusion : | (a,0) est un minimum local et § = g (a,0) = e* (a + %)

6. Pour prouver la relation, on dispose de = e® (o + €%) et a vérifie « + 1+ 2e* =0
Donc a = — (1 +2¢%) et a? = 1 + 4e + 4>

Donc

A6 +0? —1 = dae® +4e®* + 1+ 4e® +4e?* — 1 =
= 4de” (a+ 1+ 2¢%)

0
1.2 Etude d’une suite réelle.
On s’intéresse a la suite (uy), . définie par son premier terme uo = —1 et par la relation
[ (un)
VneN u,i1 =u, —
[ (un)

1. f est de classe C? sur R et f” (z) = 2¢* > 0
Donc f est convexe sur R
Géomeétriquement : Comme f est convexe, la tangente en x est en dessous de la courbe représentative.
Cette tangente a pour équation en (t,y) : y— f (z) = (t — x) f' (x) ouencorey = f (z)+(t — z) f' ()
Conclusion : | f (z) + (t — x) f' () < f(¥)
Analytiquement : On étudie les variations de la différence :
h(t) = f(t) — f(x) — (t —x) f' (x) est dérivable sur R et 1’ (z) = f'(t) — f' (z) et comme f’ est
strictement croissante sur R
t z

W)y|—, 0 -+

h(t) |+ 0 7+
Donc h(t) > 0et f(x)+ (t—z) f' () < f(t)




2. On utilise I'inégalité précédente avec u,, et ... Qui est qui ?
dans u,; on retrouve f’(u,). Donc z =u, et t = «
f(un) — (@ —up) f' (u,) < f(a) =0 done f(u,) < (a—uy,) f (u,) et comme f' >0
f/(un) <a-—u,etu,— f,(un) >«
[ (un) [ (un)

Conclusion : ’Vn eN a< unﬂ‘

Comme f est croissante sur R et que f () =0, sr [, +oo[ona f(xz) >0

Comme u,, > «a pour n > 1 et également pour n =0, (=1 > « )

alors pour tout n € N : f (u,) > 0 et donc u,41 — up = _]{,(“n)) <0

(un) —

Conclusion : ’La suite u est décroissante‘

Enfin, comme la suite est décroissante, on a pour tout entier n : uy > u,, et finalement :

Conclusion : ’a < Upsy < up < —1‘

3. La suite u est décroissante et minorée par a.
Elle converge donc vers une limite ¢ > «.

Comme z — = — J{f,((?) est continue sur R (f' (z) # 0), elle est continue en ¢ et donc ¢ = ¢ — %

Donc f({) =0et { =«

Conclusion : ’un — « quand n — +oo‘

4. On admet que pour tout = de l'intervalle[—2, —1] :

2
0<@-a)f @) -F) <
e
a) Comme u,, € [—2,—1], 'inégalité précédente donne :
(un — 04)2

0 < (un — ) f' (un) = f (un) < -

et en divisant par [’ (u,) > 0:

f (un) < (un — 04)2

0<u, —oa— <
fr(un) = ' (un)e
/ 1 s 1: (un B 04)2
Enfin, f’ (z) =1+ 2¢” > 1 donc Pl <1 et en multipliant par ———— >0
Up, e
. (ty — O‘)Q
Conclusion : |VYn € N : 0<upy —a< ———
e
b) On proceéde alors par récurrence :
1 1
° W:—0:1etcomme—2§a§—1alorsO§—1—a§1
e~ e
1
DOIlCOSuTL—OCSGTJ—i1
e Soit n € N tel que 0 <y, —av < ——
e

2 2
(u, — ) 1 1 1 1
alors 0 < up1 —a < e < B <€2n—1 T 227241 T 2(ndh




1
e2n—1

Conclusion : |VYn € N : 0<u, —a<

5. Comme 0 < u,, —a < alors u,, donne une valeur approchée de o a pres.

€2n_1 Y €2n_1

-p
Sy < 10

Il faut donc calculer les valeurs de u,, jusqu’a ce que
1
6. On peut calculer séparément la valeur de 1077 = exp (—p * In(10)) et celle de —-— en calculant 2"
e

par p:=1; ..... p:=2%p dans la boucle, ou résoudre cette inégalité :

1
57 S107P = —2"+1< —pln(10) <= 2" > pIn (10) + 1
e

<= n>In(pln(10) + 1) /In(2) car In (2) par lequel on divise est positif.

D’ou le programme :
Program suite;
var n,p:integer;u,nmax:real;
function suivant(x:real):real;
begin suivant:=x+(x+1+2*exp(x))/(1+2exp(x))
end;
begin
nmax:=trunc (1n(p*1n(10)+1)/1n(2));
Writeln(’p?’);readln(p);
u:=-1;
for n:=1 to nmax do u:=suivant(u);
writeln(u);
end.

N.B. le fait de calculer nmax évite de refaire le calcul a chaque passage de la boucle, et gagne donc
du temps a I’exécution

(imperceptible avec les ordinateurs actuels, mais c’est plus propre quand méme)

2 EXERCICE

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f, de la variable réelle x par :

fu (&) = 2™ exp (—%)

1. On calcule le quotient :

i = e ()




Et comme In (z) = o (2?) alors () » —3 : [ = —co et exp[] — 0

1
Conclusion : | f, (x) = o <—2) en +0o
x
+o0o
2. fn (x) dx est impropre en 400

0
+o00 +oo
Comme / — dz est convergente (Riemann) alors par comparaison de fonctions positives, fo (x)dx
1 T 0
converge également.

+oo
3. On pose [,, = fn (x)dz
0

A A 2
a) Ona [ foe (x)de = [; 2" % exp (—%) dx
Pour diminuer la puissance, on va la dériver.
2
x

Mais,on ne peut pas primitiver le exp (—7) seul. Il faut y adjoindre un z (dérivée du contenu)

2

V' (x) = zexp (—%) cu(z) =2 rv(x) = —exp (—%) v (z) = (n+1)a™

comme u et v sont de classe C :

A 22 » A A 22
/0 Jor2 (x)dz = [—GXP <—E>l’ ]0 —/0 —(n+1)a2"exp (—?) dx

A2 A 2
= —exp <—7) A 40+ (n+ 1)/ z" exp <—?) dx
0

400 72
— (n+ 1)/ z" exp <—?) dx quand A — 400
0

Conclusion : | I,4o = (n+1) I,

b) O - ( ‘”2>d 1 et 't'/m ! ( ‘”2>d !

n a ex —_ xr = € ar parite €ex —_ xr = —

0o V2T P 2 pat b 0 v 2T P 2 2
d

Conclusion : | Iy = \/g

c) Onal; = f;ooxexp (—%) dx

On calcule I'intégrale partielle :

[feon(2)e - [on(-5)]

Conclusion :

d) On proceéde alors par récurrence :

T(2-0)! Ty
9 2001 — \[g

200 = 1=1,

Pour n=0o0n a




Soit n € N tel que

Lo 7 (2n)!
e 2 2np)
I2n+1 = 2™nl

alors

(2n)!
2mn)

T
Dwety = Iomss = (204 1) Iy = (20 + 1) \/;
_ \/?(271 +2) (2n+1) (2n)!
— Ve

(2n + 2) 27n!

\/E(?n +2) (2n+1) (2n)!
2

2-2"(n+1)n!

B T (2n+2)!
V22t (n+1)!

Ig(n+1)+1 = Ign+3 = (ZTL + 2) ]2n+1 = (2’)’L + 2) 2"n!
= 2(n+1)2"n! = (n+1)12""

Donc les relations sont vraies pour tout entier n.

4. Soit f la fonction définie pour tout réel x par :

{f($)=f1(l“) stz >0
fx)y=0 siz<O0

a) f est continue sur R* et positive sur R
f_ooo f= fBOOO =0et f0+°°f = f0+°° fi =1 donc fj;o f converge et vaut 1
Donc f est une densité de probabilité.
b) Soit X une variable aléatoire réelle qui admet f pour densité de probabilité.
i. On étudie la convergence de [t f (t)dt :
Sl tf()dt=0

+00 +o0 22 +oo m 2! T
St (@ de = [ exp (<2 ) dt = f2—\/;ﬁ—\/;

Conclusion : |Donc X a une espérance et E (X) = g

ii. On étudie 'espérance de X? : (absolument convergence <= convergente car tout est positif)
Joutf (t)ydt =0
[ f(t)ydt = [ tPexp (—%) dt = [ fy=2"11=2

Donc F (X?) = 2.

Enfin, V (X) = E(X?) - E(X)’=2—

bo | 3

Conclusion : |Donc X a une variance et V' (X) =2 — g

5. On désigne par F et G les fonctions de répartitions respectives de X et de Y = X?

a) OnaG(z)=P(Y <z)=P(X?*< 1)




e Powr > 0: (X2 <2) = (IX] < va) = (—V& < X < 3
Et comme —/z < \/z: G(z) = F (yz) — F (—/x)
e Pourz <0: (X?<z)=0donc G(z)=0
b) On vérifie les critéres de fonctions de répartition de variable a densité :

Comme F est continue sur R, (fonction de répartition de variable & densité) alors G est continue
sur [0, 4o00]
G est également continue sur |—oo, 0] (fonction nulle)
En 0~ : pour < 0, G (z) =0 — 0 et G(0) = F (v0) — F (—/0) =0
Donc G est continue en 0~

Conclusion : | Donc G est continue sur R. ]

Comme F est de classe C' sur la ou f est continue, F est C! sur R* (en fait, f est aussi continue
en 0)

Donc G est C' en z > 0 tel que en x tel que /= # 0 et —/z # 0 donc sur |0, +oo] .
Et G est C! sur |—o0, 0]
Conclusion : |G est C! sur R*

Donc G est une fonction de répartition de variable & densité.

Un densité est g (x) = G' () = 0 si 2 < 0 (valeur en 0 arbitraire)et pour z > 0

g(1) = G'() =5 =F (1) + 5~ F (~V7)

- 5 VA + 1 (~va))
— ﬁ[ﬁ _’3/2—1—0} car —vzr <0
_ Lo

Conclusion : | Et on reconnait que Y — ¢ (%)

Conclusion : |E(Y)=2et V(YY) =4

3 EXERCICE.

E désigne I'espace des fonctions polynomes a coefficients réels, dont le degré est inférieur ou égal a I'entier
naturel 2.

3.1 Etude d’un endomorphisme de E.

On considére 'application f qui, a tout élément P de FE, associe la fonction polynome @) telle que :
pour tout x réel :  Q(z) = (x —1) P (z) + P (2)
et B = (P, P, P») la base canonique de F définie par :
pour tout réel x : Py(z)=1, P (2) =z et P (v) =2

1. On peut faire par étape :

f est définie sur F car toute fonction polynéme est dérivable.




Soit P est un polynome de degré inférieur ou égal a 2.

P’ sera de degré inférieur ou égal & 1. et © — (x — 1) P’ (z) + P (z) sera un polynéme de degré
inférieur ou égal a 2.

Donc f est une application de F dans F.
Pour la linéarité :
Soient P et R de E et a et [3 réels,
f(aP+BR)(z) = (x—1)(aP+BR) (x)+ (aP + BR) (z)
= (z—1)aP' (x)+ (1 —2)BR (z) + aP (z) + SR ()
= of (P)(z)+ Bf (R) (z)

Donc f (aP + BR) = af (P) (z) + ff (R) (x)

Conclusion : ’ f est un endomorphisme de E‘

On peut aussi faire plus rapide :

Soit P € E: P(z) = a+ bz + cx?

Alors f (P) est définie et f (P) (z) = (z — 1) (b+ 2cx) + a+ bz + ca® = a — b+ (2b — 2¢) x + 3cx?
Donc f (P) est un polynéome de E.

a—>b 1 -1 0 a
et f (P) a pour coordonnées | 2b—2¢ | = 0 2 -2 b | dans la base canonique.
3c o 0 3 &

Donc f est 'endomorphisme de E associé & A dans la base canonique.

Donc f est un endomorphisme de F et sa matrice est A.

. On calcule les images des vecteurs de la base canonique, et leurs coordonnées.

P(xz)=1alors P'(z) =0et f(P)(z) = P(x) =1 (coordonnées (1,0,0) )

P(xz)=wxalors P'(x) =1et f(P)(z) =(xr —1)+ 2 =2z — 1 (coordonnées (—1,2,0) )

P (z) = 2% alors P’ (z) =2z et f(P)(x) = (z — 1) 22 + 2% = 32% — 22 (coordonnées (0, —2,3) )

Donc la matrice A de f dans B, est :

1 -1 0
A= 0 2 =2
o 0 3

. Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Conclusion : ’les valeurs propres de f sont donc 1, 2 et 3.‘

Comme f a trois valeurs propres distinctes, ’elle est diagonalisable.‘

Comme aucune valeur propre n’est nulle, f est bijective et ’ f est un automorphisme de F ‘

. Ona

pour tout réel z : Ry () =0, Ri(z)=1et Ry(z)=2(x—1)
donc
[(Ro)(x) = 0+1=1
f(R)(z) = (z=1)+x—-1=2(x—-1)
f(R)(2) = (=12 1)+ (x-1)"=3(x-1)

Conclusion : | f (Ry) = Ry : f (R1) = 2Ry : f(R2) = 3Ry




5. Comme les trois sont non nuls, ce sont des vecteurs propres associés.
Ils sont associés & des valeurs propres distinctes, donc ils forment une famille libre.

Ils sont trois.

Conclusion : | B' = (Ry, R1, Rs) est une base de vecteurs propres de f.

On a leurs coordonnées dans la base canonique :
Ry (z) = 1: coordonnées (1,0,0)
Ry () = o — 1: coordonnées (—1,1,0)

Ry (z) = (x —1)> = 22 — 22 = 1 : coordonnées (1, —2,1)

Donc
1 -1 1 1 00
P = 0 1 -2 et D= 0 20
0 0 1 0 0 3

6. on vérifie pour tout réel x :

Ryt 4+ 2Ry () + Ry (x) = z(z—1°+2@x—1)+1=21>= P, ()
Ri(x)+ Ro(z) = (x—1)+1= P (v)

Donc P, a pour coordonnées (1,2,1) dans B’
Py a pour coordonnées (1,1,0) et enfin Py = Ry a pour coordonnés (1,0,0) dans B'.

Donc la matrice de passage de B’ dans B est
1 11
Pt=(012
0 01

( ce que l'on vérifie en calculant le produit P~'1P =1 )

7. La formule de changement de base donc alors A = PDP~! et A~' = (P~1)~" D1 p-!
Conclusion : |A~! = PDP!
N.B.: (AB)"' = B~'A~!, l'ordre du produit s’inverse !

On a alors par récurrence

e Porn=0:P[D P l=1=A4
e Soit n € N tel que [A™!]" = P[D71]" P!
alors [A™]""' = A[AY]" = PDP'P[D7Y" P~L = P[D~"" P!

Conclusion : | pour tout entier n : [A7!]" = P[D~!]" P!

la troisiéme colonne de la matrice [A7!]" est issue du produit par la troisiéme colonne de P~1.

On connait les puissance de D car D est diagonale.




1 1™ 0 0 o1
[A™Y]" = P[D']" 2 | =P 02" 0 2
1 0 0 3™ 1
1 -1 1 1
=10 1 -2 2.27"
0 0 1 3=n
1—2.-27"43™"
= 2.27"—2.37"
377),

3.2 Suite d’épreuves aléatoires.

On dispose d’une urne qui contient trois boules numérotées de 0 & 2.
On s’intéresse a une suite d’épreuves définies de la maniére suivante :

e La premiére épreuve consiste a choisir au hasard une boule dans cette urne.

e Si j est le numéro de la boule tirée, on enléve de I'urne toutes les boules dont le numéro est strictement
supérieur a j, le tirage suivant se faisant alors dans I'urne ne contenant plus que les boules numérotées
de 0 aj.

On considére alors la variable aléatoire réelle X, égale au numéro de la boule obtenue & la k°™¢
(k> 0)
On note alors Uy, la matrice unicolonne définie par :

épreuve

P [X; = 0]
U= P[X,=1]
P X, = 2]

ot P [X} = j] est la probabilité de tirer la boule numéro j a la k™ épreuve.
On convient de définir la matrice U, par :

1. Les valeurs possibles de X5 sont {0, 1,2}

e (Xo=0)=(20U10U00) en notant 20 obtenir 2 au premier tirage et 0 au second.
Les trois sont incompatibles donc
P (X, = 0) = P (20) + P (10) + P (00)

P (20) = P (2,) P3, (02) = 33 car quand on a tiré 2, il reste 0,1,2 pour le second tirage.
P (10) = P (1;) Py, (02) = 33 car quand on a tiré 1, il reste 1,2 pour le second tirage.
et P(00) =P (0 )Pol( 2) =31

Donc P (X, =0) = &=
o (Xy=1)=(21U11) car pour avoir 1 au second, il doit étre encore dans l'urne.
I1 faut donc avoir tiré 1 ou plus au premier.
P (21) = P (21) Py, (12) = 33
P (11) =P (1,) Py, (15) = %3
Donc P (Xy=1) ==




e Enfin (X, = 2) = (22)

donc P (X, =2)=1: =+
? 0] 1]2
PXo=4) | |23 1
PXo=0)| 0| |:[E(Xy) =3
Conclusion : | E (Xs) = 3

2. (X =0,X; =1, X, =2) forme un systéme complet d’événements donc

P (XkJrl = O) - PX;CZO (Xk+1 - O) P (Xk == O) + PXk=1 (XkJrl - O) P (Xk = 1)
+Px,=2 (Xpy1 = 0) P (X}, = 2)
- Preste{O} (O> P (Xk - 0) + Preste{O,l} (0> P (Xk - 1) + Preste{O,l,Q} (2) P (Xk - 2)
1 1
= 1P (Xx=0)+ §P (Xp=1)+ gP(Xk = 2) et de méme
1 1

P(Xp1=1) = OP(Xk:O)+§P(Xk:1)+§P(Xk:2)
1
On a donc
1 1/2 1/3
Us=1| 0 1/2 1/3 | Uy
0 0 1/3

et on vérifie que cette matrice A’ est I'inverse de A en calculant leur produit :

1 1/2 1/3 1 -1 0 100
Aca=[o12 130 2 2]=[010
0 0 1/3 0O 0 3 0 01
Conclusion : |pour tout k € N: U, = A7,
3. La suite U est donc géométrique de raison A~! et
Conclusion : | U, = [A~1" U,
0
4. Comme Ug= | 0 |, (A" U, donne la troisiéme colonne de [A~1]" donc
1
2 1
2 2
1
PIXp=2 = 5 —0

C.QF.D.




