Corrigé ECRICOME 2007 Eco par Pierre Veuillez

1 Exercice

Soit @ un réel strictement positif. On considére la fonction f, définie pour tout réel t strictement

positif par :
1 a®
() =2 ([ t+—
h =g (t+%)

ainsi que la suite (u,), .y de nombre réels déterminée par son premier terme 1y > 0 et par la relation
de récurrence :
Vn €N Unt1 = fao (Un)

1.1 Etude des variations de la fonction f,

1. En—i—oo:fa(t):%(th%)—>—|—oocara>0.

et on a f, (t) = %t + %% donc une asymptote d’équation y = %t car %”;—2 — 0 en +o00.

Et comme %% > 0 alors la courbe représentative de f, est au dessus de ’asymptote.

2. En0+:fa(t):§<t+§) — +o0.

Et on a donc une asymptote verticale d’équation ¢t = 0.

3. fa est dérivable sur R et
1 2 1% —a?
no=5(1-%) =34
2 2 2 2

t 0 a ~+00
t? —a? — 0 4+ 2™ degré
fa (1) - 0 +
fa(t) | 400 o a +00

4. Comme f, est minimum en a alors
Conclusion : |Vt > 0: f, (t) > fo(a) =a

1.2 Etude de la convergence de la suite (u,), .y

1. Dans le cas ou ug = a, comme f, (a) = a, on aura (par récurrence), u,, = a pour tout n € N

2. Onaf;(t):%<1—‘;—22):%—
et pour tout t > a: f! (t) >0

2 2 1
% et comme % > 0 alors f] (t) < 3

N [—=

Conclusion : |Vt > a:0 < fl (t) <

1
2

3. Par récurrence :
— w > fo(up) > acar f, (t) > a pour tout t € R¥
— Soit n > 1 tel que u,, > a alors f, (u,) > f, (a) car f,, est strictement croissante sur [a, +0o0|
et que u,, et a en sont éléments.
et up11 > a

Conclusion : ’Vn eEN:u, > a‘

4. On utilise alors I'inégalité des accroissements finis, soit avec la valeur absolue et en s’en débar-
rassant ensuite, soit sans la valeur absolue :

—‘v’tZa:OSf(’l(t)S%et Vn € N:u, >adonc0- (u, —a) < f,(u,) — frn(a) <5 (u, —a)

N
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~Vt>a:0< fI(t) < 5 donc |f (¢)] < % et|fy(un) — fa(a)] <35 |u, — al et comme u,, —a >0

alors |u, —a|l =u, —a

(la premiére est plus cohérente avec I’énoncé qui ne demande qu’ensuite la valeur absolue)

Conclusion : |0 < U,y —a < % (u, — a)

et comme u, —a > 0 alors |u,, — a| = u,, — a et par récurrence :

— |uy —al = (%)0 |uy — al

— Soit n > 1 tel que |u, —a| < (%)n_l luy — al alors |upy1 —al = Uy —a < 2

2
L
donc |upi1 —a| < (3)" Jur — a

Conclusion : ‘Vn >1:|u, —al < (%)n_l luy — al ‘

5. Comme |1| < 1 alors (%)nil — 0 et par encadrement ( 0 < |u, — al) |u, —al — 0

Conclusion : ’un — a quand n — —i—oo‘

6. La suite précédente convergera vers V2sia=+v2eta? =2
Avec ug = 1. On affiche les termes de ug a ugg.
program racine ;
var i :integer; u :real;

begin

u :=1;

for n :=0 to 99 do

begin writeln(’indice ’, n, ’ :’,u); u :=(u+2/u)/2 end;
end.

1.3 Recherche d’exteremum d’une fonction a deux variables.

On considére sur U = R% x R, la fonction g définie par :

s =3 (3+3) Ara )

1. g est de classe C? sur I'ouvert U et

dg 1ty 1 1
I LR
_ ity 1 1) 4y (y—a?)
B 2 2yl 222y
Jg  (I+2)[-1 1 1
a—y(w,y) = Lﬂ I+y)+—+ }
(42 (-1 17 (A+a)(r—y?)
N 2 v x| 21%x
02 1+
a_xz(xay) = xgy
D?g 17 1 —
g0 (z,y) 3 [_P ot (1+y) —2}
L
9 2 2
2
O ) = b
dy? y?

(up —a) <
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0
0

5y (2,Y) = (1+2)(z -y

—22=0 y = a2
2

_0 donc{ o2t —

99 — )
2. Sur 'ouvert U, les points critiques sont déterminés par { % Ex’ v) 8 — { (1+y)(y—2”)
Comme x > 0 alors z # —1 et de méme y # —1 et z

Onaz—zat=z(1-23)=2(1-2)1+z+2?

1+ 2+ 22 a pour discriminant A =1 —4 < 0 donc 1+ 2 + 22 > 0 et la seule solution est z = 1
(car x #0 ) et donc y =1

Conclusion : | Le seul point critique est (1, 1)

On a en ce point

0%g
- J1)=2
r axz(’)
9?g 171 1
s = 29 (1= 11| =-
Oyox 21 1 1
0%g
= —(1.1)=2
t 63./2(’)

doncrt —s2=4—-1>0etr >0 donc
Conclusion : | g a un minimum local en (1,1) ou il vaut g (1,1) =4

3. On vérifie :
1 +1 +1 +1 +1 a7+y
— m — p— p— — — —
2 T 2 Y Y 2\y =«

<1+1) 14+2z)(1+vy)

r Yy

—
+

1+ fi(z)+ fi(y) + fi <§) =
g(z,y) =

1 1
—+— | Q+z+y+ay)
x oy

1 Y 1 =z
- t+l+=+y+-+-+1+zx
x x Yy oy

N~ N~ N~

= 1+ fi(@)+fiy)+ fi (g)

et ’égalité est bien vérifiée.

4. Comme fi (t) > 1 pour tout t > 0 on a alors f; (z) > 1et f1(y) > 1et fi <§> > 1

et donc g (z,y) >4 =g (1,1) pour tout = et y > 0.

Conclusion : | g a un minimum global en (1,1)

2 EXERCICE

La matrice A étant donnée

on définit ’application ¢, par

ba: My(R) — My (R)
M — ¢, (M)=AM— MA
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2.1 Diagonalisation de A.

s (3 —1 3 -1\ (3 -1\ _
1. OnaA—(6 _9 6 —2)=\g _2 = A.

Donc si « est valeur propre de A alors a? = o donc 0 = a? —a = a (1 — a)

Conclusion : ’Donc si a est valeur propre de A alors o = 0 ou 1 ‘

2. On veérifie qu’elles sont bien valeurs propres :
_ —0-(A_ T\ 3r—y=20 y = 3w
Pour a =0: (A OI)<y)_0<:){6x—2y:0 (:){0:0
Donc 0 est valeur propre de A est le sous espace propre associé est Fy = Vect ((1, 3))
_ 1A T\ _ 20—y =0 y = 2T
Pour a =1: (A 1[)<y>_0<:>{6$—3y:0 <:>{O:O
Donc 1 est valeur propre de A est le sous espace propre associé est Fy = Vect ((1,2))

Conclusion : ’A d’ordre 2 a deux valeurs propres distinctes est diagonalisable‘

de plus ((1,3),(1,2)) forme une base de vecteurs propres.
3 2 01

de P est bien nulle)
On calcule P~! par Gauss :

11\ /1 0

3 2/\0 1) L,-3L,

(11 1 0\ L+ L,
o -1)\=3 1) -,
10\ /-2 1\ .,

‘:’<0 1)(3 —1>P

et on test au brouillon P- P! =171

Donc avec P = (1 1) et D = <O O) on a P inversible et A = P D P~! (la premiére colonne

2.2 Diagonalisation de ¢4

1. ¢, est définie sur M, (R) a valeurs dans M5 (R).
Et pour toutes matrices M et N réels a et 3 :

¢ (@M +BN) = A(aM + N)— M (aM + SN)
a(AM — MA)+ (AN — NA)
= ag, (M) + B¢, (N)

Conclusion : | ¢, est une endomorphisme de Ms (R)

2. Est ce que ¢ — ¢, est elle application nulle ?.Pour tout M € M, (R) :

GAM) = ¢4(d,(M))
= A(AM — MA) — (AM — MA) A
= A’M — AMA — AMA+ MA?
= AM —2AMA+ MA car A>=A

B(M) = AAM —2AMA+ MA) — (AM — 2AMA + MA) A

= A°M —2A°MA+ AMA — (AMA — 2AMA® + M A?)
= AM —2AMA+ AMA — AMA+2AMA — MA
= ¢4 (M)
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Donc (¢ — ¢,4) (M) = 0 pour tout M et

Conclusion :

X3 — X est polynome anulateur de ¢ 4

Donc si a est valeur propre de ¢, alors a® —a =0et (> —1)a =0

Conclusion : ’Les seules valeur propres possibles de ¢4 sont : 0, 1 et —1

3. Soit M non nulle.
M est un vecteur prope de ¢4 associé a a valeur propre A
< o (M) =AM <= AM — MA =) M
& PDP'M~-MPDP'!'=\M
< DP'MP-P]MPD=AP'MP
&< DN —-ND=ANavec P'M P=N

a b
4. On pose N = <c d)

a)

On a:

DN — ND

Donc DN —ND =0<«=b=¢c=0

L’ensemble est {(g 2) [ a,d e R}

Conclusion :

b) M €ker(¢,) <= AM — MA=0<= DN - ND =0avec N =P 'MP ou PNP~!
(la matrice nulle vient en plus des vecteurs propres)
Dmcmd@Q:{P<82)P4/mdeR}
et

a 0\ 5,1 a 0\ (-2 1
) L () | ey
- 11 —2a a
- \3 2 3d —d
 (—2a+3d a-—d
~ \—6a+6d 3a—2d
Donc
B —2a+3d a-—d
ker (9,) = {(—6a+6d 3(1—2d) /a,dER}
-2 1 3 -1
S (SR )
Donc la famille (A, M;) est génératrice de ker ¢ 4 et elle est libre (2 matrices non colinéaires)
Conclusion : | (A, M7) est une base du sous espace propre associé a 0
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¢) On vérifie que 1 est valeur propre en recherchant les matrice N vérifiant

pN-ND=N — (0 ])- g )

< a=b=d

Il existe donc des solutions non nulles.

. . 00
Donc 1 est valeur propre et les matrice N associées sont ( ) avec c € R

c 0
Pour —1 :

o
(=

Donc —1 est valeur propre et les matrice N associées sont

o
)

) avecch € R

d) Les sous espaces propres associés sont donc :

pou 15, {{p( 0) p o))
P2 ) - E(S )8)( (¥ )ﬂ)
11 0 O
- (55
R () LI (G LT e ——
pour —1 :
A IR i [ ey
- ()@ )
(

3b —=b
9 —3b

w
[\

3 —1
donc F_; = Vect ((9 _3))

1 est valeur propre et <(:i ;)) base de E;

—1 est valeur propre et ((S : ;)) base de E_;

Conclusion :

5. Les sous espaces propres de ¢, sont donc de dimensions 2 (Ey) 1 (Ey) et 1 (E_;)
Donc la somme de ces dimensions est 4. Et comme dim M (R) =2 x 2 = 4 alors

Conclusion : ’(b 4 est diagonalisable.‘
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3 Exercice

3.1 Mode de paiement de la clientéle.

1. S vaut 0 si le montant des achats est inférieur ou égal & 50 € et 1 sinon.
U vaut 0 si le réglement se fait par carte bancaire et 1 sinon.

P(S=0NU=0) = 0,4
P(S=.0nU=1) = 0,3
P(S=1NU=0) = 0,2
P(S=1nU=1) = 0,1

a) On a la loi du couple et les lois de S et U sont les lois marginales :

kE\h 0 1 |P(S=k)
0 0,403 0,7
1 0,2/0,1] 0,3
P(U=Fk) 0,604
Donc S — B(0,3) et U — B(0,4)
Et la probabilité quun client régle par carte est p =P (U =0) = 0,6 = = = %
b) On a Cov (S,U) = E(SU) — E(S)E (U)
avec E(SU)=0+1P(S=1NnU=1)=0,1
E(S)=0,3et E(U)=0,4
Conclusion : | Cov (S,U) = —0,02 # 0 donc S et U sont dépendantes.

c) La probabilité que la somme réglée soit strictement supérieur & 50€ sachant que le

client utilise un autre moyen de paiement que la carte bancaire est Py, (S =1) =
P(S=1nU=1) 0,1 1

PU=1 04 4

2. Les reglements sont indépendants entre clients.
Une caissiére regoit n clients dans sa journée (n > 2)
C,, comptabilise le nombre de clients payant par carte bancaire
L est égal au rang du 1° client utilisant sa carte bancaire s’il y en a au moins un et zéro sinon
de méme L, pour le second.

a) (), est le nombre de client payant indépendamment par carte parmi n clients chacun

avec la probabilité p :g

Conclusion : | C,, — B (T% %)

b) Attention : ressemble & une géométrique (premier succés) mais en un nombre donné
d’expérience !
On revient a la définition :
Ly (2) = [[0,n]] et
(L = 0) = carte jamais utilisée = (C,, = 0) donc P (L; =0) = (1 — p)"
En notant K; "le i utilise sa carte" pour k € [[1,7]] :
(Ly = k) =K;N...K;_y N K} indépendants donc P (Ly = k) = (1 —p)* ' p

Conclusion : |P (L1 = 0) = (1 —p)" et P(Ly = k) = (1 — p)* " p pour k € [[1,n]]
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Et on vérifie :

ZP(lek) = P(L1=O)+§:P(L1=k)

k=0 k=1
= (1-p"+> (1-p)'p
k=1

B W, D 1—(1-p)"
- (1_]7) +1Tp(1_ )1_<1_p)
= (1-p)"+1-(1-p)"

— 1

c) Ona L, () = {0} U [[2,n]]
On Ly = 0 si on n’a pas de second utilisateur : il y en a ou 1
(L, =0)=(C, =0)U (C, = 1) incompatibles donc

P(Ly=0) = P(Ch=0)+P(Cp=1)
= w-pr+ (G) -

= (1-p)" ' (1—p+np)
(1—p)" ' (1+(n—1)p)

et pour k > 2:
(Ly = k) =il y en a un au k" et il y en a un avant
(Ly = k) = Kt N (Cy—1 = 1) indépendants. donc

P(Ly=k) = P(Ko)P(Cos=1)
= p~<k11> 1-p)?p

= (k-1)p*(1—p)*?

Conclusion : | P (Ly=0)=(1—p)" ' (14 (n—1)p) et
= k)= (k—1)p* (1 —p)"* pour k € [[2,7]]

w
=
[\V)
=
I

3.2 Etude du temps moyen de passage en caisse

Le temps de passage a une caisse est une variable & densité 7' dont une densité de probabilité est
donnée par la fonction f définie par :

{7

e six>0

0 siz<O0

1. Une densité de probabilité d’une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de parametre
A = —1 est g donnée par

glx)y=e?* sizx>0
gx)=0 sizx<0

et espérance de X est £ (X) = 1.
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2. Ona E(X)= [Ztg(t)dt = [ tetdt =1
Donc f_Jr;o f (t) dt converge et vaut 1.
f > 0 sur R et continue sur R*
Donc f est une densité de probabilité.
T admet une espérance si fj;o tf (t) dt converge.
— [P tf@)ydt=[°_0dt =0
— o tf ¢y dt = [ 2 tdt = E (X?) donc converge = V (X) + E (X)? =2

Conclusion :| T a une espérance et E (T) = 2 temps moyen de passage en caisse en unité de temps.

3. a) La fonction de répartition de 7" est donnée par Fr (z) = [*__ f(t)dt
—siz<0:Fr(z)=["_0dt=0
stz <0:Fp(x)= [0 _0dt+ [[tetdt =[(t+1)e s =1~ (z+1)e "
b) La probabilité que le temps de passage soit inférieur a 2 sachant qu'’il est supérieur a 1
est :
P(T<2NnT>1)
P(T >1)
= —P(P}(;Z?)Q) avec 1 < 2
Fr(2) — Fr(1)
1—Fr(1)
1—3e3—(1—2e?)
2e72
272 —3e3 3
22 3
2e — 3
2e

Prs1 (T < 2) =

2e — 3
2e
4. Trois clients se présentent simultanément & deux caisses.

Conclusion : |Pr~1 (T < 2) =

C' laisse passer A et B (qui passent donc chacun a 'une des caisse)

a) C passe quand le premier des deux & fini. Donc le temps d’attente M de C est le plus
petit des deux temps de passage.
M = min (T4, Tg)
b) On a alors (M >t) = (T4 > t) N (T > t) et sa fonction de répartition est G donnée par
G@t) = 1-P((M=1))
1-P(Ta>t)P((Tp >1))
1—(1— Fx (1))’
{ 1—(t4+1)%e® sit>0
0 sit<0

fonction de répartition qui est continue sur R et C!' sur R* (puisque Fy 'est, ou d’aprés
les formules)
Donc M est a densité et une densité de M est donnée par

g(x) = G (z)

B 2+ 1) ze sizx>0
N 0 siz <0
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