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Exercice 1

I. Une loi exponentielle et une suite

1. Une loi exponentielle

(@)

(b)

si x<0

Une densité de X est donnée par la fonction f définie sur R par f(z) = { Sﬂ i >0

EX)=1letV(X)=1

Ve € R, F(x / f@)

— Premier cas:siz < 0, F(z) = 0.
— Deuxiéme cas:siz > 0,

/f t)dt = / f(t dt+/f t)dt = / Tdt=[—e]y=1—¢"

si <0
Bilan: F(z) = {1_63, si x>0

2. Etude d’une suite

(@)

(b)

()

(d)
(e)

(f)

Premiere méthode :

La fonction exponentielle est de classe C? sur R et elle est strictement convexe; y = = + 1 est'équa-
tion de sa tangente au point d’abcisse 0. Ainsi, la courbe représentative de la fonction exponentielle
est située au-dessus de la droite d’équation y = x + 1 avec en seul point commun le point d’abcisse
0. Ainsi, Vx € R,e” > z + 1 avec égalité ssi z = 0.

Deuxieme méthode :

Posons Va € R, h(z) = e* — (x + 1). A/ (x) = e® — 1 donc:

x —00 0 +00
signe de h/(z) - 0+
Ainsi, h(z) > 0 avec égalité ssi z = 0.
variations de h AV Ve
0

Raisonnons par récurrence :
— Initialisation : u; = 1 > 0 donc la propriété est vérifiée au rang 1.
— Hérédité : supposons qu’il existe n € N* tel que u,, > 0. On a alors :
—U, <O0=e" <1l=>1—-e"" >0= upy1 >0.

Bilan : Ainsi, Vn € N*,u,, > 0.
U=zeros (1,100)
U(l)=1
for n=1:99

U(n+l)=1-exp (U (n))
end
plot (U, "+")
On peut conjecturer que la suite (u,,) est décroissante et tend vers 0.
Soitn = 1. tupt1 —up =1 — 7" — uy,.
Or d’apres la question a), e™*» > —u, +1=1—e ¥ —u, < 0 autrement dit u,,+1 — u, < 0.
Ainsi, la suite (u,,) est décroissante.
La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite £ > 0, F' étant
continue sur R (en tant que fonction de répartition d'une variable a densité), ¢ vérifie :
(=F{) & l=1-e"*s h(-F) =0« (=0 toujours d’apres la question a).

Bilan : (u,,) converge et ngg}ooun =0\




(8)

(h)

()

Soit n un entier naturel non nul.
1

eun’

Upy1 =1—e ¥ =1—

1
< .
evn T u, +1

Or d’apres la question 2)a), e“» > u, +1 =

1 1 U
Puis,1 — — >1— ="
eln up +1  up+1
u
Ainsi, | u > —2
n+1 Uy + 1
. 1 U 1 1
Puis, <=2 1 14+ —.
Un+1 Unp, Unp,

Raisonnons par récurrence :
— Initialisation:u; =1>1

1 1
— Hérédité : Supposons qu’il existe n € N* tel que u,, > —. On a alors — < n . Ainsi, puisque
n U
1 1 !
<14 —,ona:

Un+1 Un,

1
<1+ npuisu >
Up41 P ol n—+1

1
Bilan:Vn € Ny u, > —.
n

100
S=cumsum (U) donc les coordonnées de S sont (u1,u; + ug, u1 + uz + us, . . ., Z uy) autrement dit
k=1

les sommes partielles de la série de terme général u,,.
Ainsi on peut conjecturer que la suite des commes partielles tend vers +oo autrement dit que la
série de terme général u,, diverge.

1
e Vn>1u, > —.

" 1
eVn>1lu,>0et— >0

n

1 .. . . . .
° E — diverge en tant que série de Riemann avec a = 1 (série harmonique).
n

Ainsi, d’apres les criteres de comparaison des séries a termes positifs, E uy, diverge.

II. Une fonction et une variable a densité

1. Etude de la fonction g

(@)

(b)

()

— g est dérivable sur | — co; 0] en tant que fonction constante.
— g est dérivable sur ]0; +-o00[ en tant que produit de fonctions dérivables.
e Etude de la continuité de g en 0 :
lir(r)l g(x) =0 = g(0) donc g est continue en 0.
x—07

e Etude de la dérivabilité de gen 0 :

Siz>0: 9(x) = 9(0) =e " donc lim 9() = 9(0) =1
z—0 z—0t x—0
Siz <0 9(x) = 9(0) = 0donc lim 9(x) = 9(0) =0.
z—0 z—0- x—10
Ainsi, Iliﬁr(r}+ J xx : g(O) # zliof g(xi — g 0 donc g n’est pas dérivable en 0.
Ve 20,9 (x) =e® —xze ™ = (1 —x)e *. Ainsi,
x 0 1 ~+00
signe de ¢'(z) + 0 -
e ! lim ze™* = 0 car z = o(e”) au voisinage de +o0.
variations de g Va AW pee
0 0
g est de classe C? sur [0; +oc[ et Vo > 0,¢"(x) = —e™% — (1 — 2)e % = (z — 2)e™". Ainsi,
T 0 2 +00 | . .
signe de ¢() R Ainsi, g est convexe sur [0; 2] et concave sur [2; +o0].




2. Etude de variables aléatoires

(a) e g estcontinue sur R.
o Vr e R,g(x) > 0.

+oo +oo
. / g(t)dt = / te”'dt = E(X) = 1 ou X désigne la variable aléatoire de la partie I qui suit

—0o0 0
une loi exponentielle de parametre 1!!

Bilan : g est une densité de probabilité.
(b) G estde classe C* sur R car g est continue sur R.

x

(© Vo € R, G() = / o(t)dt.

— Premier cas :siz < 0, G (x)=0

— Deuxiéme cas :siz > 0, G(x) = /

x

g(t)dt :/ te~'dt. Posons :
0

— 00
u(t) =t u'(t) =1 1 ] < , o .
o(t) = —et o/(t) = et uet v sont de classe C' sur [0; +o0o[ donc & 1’aide d'une intégration par
parties,

G(z) = [—te_t]?)c - /0 (—e N)dt = —ze ™™ — [e_t]x =-—ze " —ex+l=1—e"(x+1).

0 si z<0

Bilan : G(a:):{ l—e®(x+1) si 220

—+oo
(d) Y admet une espérance ssi / tg(t)dt converge absolument. Or

—0o0

+oo +o0 +oo too
/ tg(t)|dt = / tg(t)dt. Or, / tg(t)dt = / t?eldt = E(X?) = V(X) + (B(X))?
0 0 0 0
Ainsi, Y admet une espérance et E(Y') = 2.
3. (a) Soitz € R. H(z) = P(Z < x).
— Premier cas:siz < 0.
Alors H(x) =0

— Deuxiéme cas:siz > 0
0 si In(z) <0
frd < frd frd
Alors H(z) = P(Y < In(x)) = G(In(z)) { | —e~W@ (14 1In(z)) si In() >0
0 si z<1
Ainsi, | H(x) = 1
insi, | H(x) 1- —(1+In(z)) si z>1
x

(b) e H estcontinuesur R\ {1} et lim+H(a:) = lim H(z) = H(1) = 0. Ainsi, H est continue sur R.
z—1 T—

e H est C! sur R sauf éventuellement en 1.
0 si <1
Ainsi, Z est une variable a densité dont une densité est h(z) = { In(z)

5 si z>1
T

too In(t
(c) Z admet une espérance ssi / n(t)
— 00

A A
Soit A > 1,/ @dt: B (1n(t))2] = %(m(A))?.
1 1
Et lim (In(4))? = +oco donc Z n’admet pas d’espérance.

A—+oo

Exercice 2

I. Premiers résultats sur ’application ¢4 et la matrice A

1. — I est clair que si M € M3(R) alors o4 (M) = AM € M3(R).
— Démontrons que ¢4 est linéaire. Soient M et N deux élements de M (R) et A un réel,
@a(M +AN) = A(M + AN) = AM + AAN = @4 (M) + Apa(N).
Ainsi, p 4 est un endomorphisme de M3 (R).

+oo
th(t)dt converge absolument autrement dit ssi / Tdt converge.
1



2. Supposons que @ 4 est bijectif.
AN = I & @ps(N) = I,. Or ¢4 étant bijectif il existe une unique matrice N solution de cette équation.
Ainsi, il existe une unique matrice N de M3 (R) telle que AN = I,.

3. Supposons que ¢ 4 est un automorphisme de M;(R). Alors d’apres la question précédente, il existe
une unique matrice IV tel que AN = I5. Autrement dit A est inversible.
Supposons que A est inversible.
M € Ker(pa) © oa(M) =0 AM =0 A TAM =0 M =0
Ainsi, Ker(p4) = {0} et puisque ¢4 est un endomorphisme de M2 (R), @4 est bijectif et c’est donc un
automorphisme de M (R).
Bilan : ¢4 est un automorphisme de M3 (R) ssi A est inversible.

II. Un exemple

1. A est une matrice triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux 1 et -1.
Ainsi, A est une matrice d’ordre 2 qui admet deux valeurs propres, donc elle est diagonalisable.

roen((o 0)) =20 )= 5)-e
m((g 0)):A<8 0):(82 0>=E12
_*0’4(((1) 8))”‘((1) 8):<_1 8)2—2E11—E21
(5 ) =a(5 )= (0 2)=2mra

1 0 2 0
o . 01 0 2
Ainsi, la matrice de ¢ 4 dans labase Best: T = 00 -1 0
00 0 -1
3. T est une matrice trangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux soient
let-1.
a
— Recherche de E_; : Soit X = ZC)
d
a+2c=—a a
Xelbl,&TX = -X & b_i_id_zc b & Zflf Ainsi, X = 2 . Ainsi, le sous -espace
—d=—-d b
1 0
propre associé a la valeur propre 1 de 7" est Vect (1) ) (1) et le sous-espace propre de ¢ 4 associé
0 1
N 10 0 1
a la valeur propre 1 est Vect{ (1 O) , (O 1) }
a
— Recherche de E; : Soit X = ZC)
d
a+2c=a a
XebE &TX =X & b_z—idc: b & { Zi% Ainsi, X = g . Ainsi, le sous -espace propre
—-d=d 0
1 0
associé a la valeur propre 1 de T est Vect 8 , (1) et le sous-espace propre de ¢4 associé a la
0 0



10 01
valeur propre 1 est Vect{ <O 0) , (0 O> }

4. Les deuxsous-espaces E; et E_; sont chacun clairement de dimension 2. Donc dim(E1 )+dim(E_ 1 )=4=dim(M;(R))
ainsi ¢4 est diagonalisable.

III. D’autres résultats sur I’application ¢4 et la matrice A

1. Soit A un réel tel que il existe une matrice M non nulle telle que w4 (M) = AM. Supposons que A — A\,
est inversible.
OnaAM =AM = AM —2AM =0 = (A= A)M =0 = (A— L)Y (A-AL)M =0= M =0
absurde!!
Ainsi A — A\I5 est non inversible.

ax + by = px

B ar+by\ [z .
2. AX =puX & < ) =U (y) autrement d1t{ cx + dy =y

cx + dy
z 0 ar+by 0 puxr 0 . s
wa(N)=A y 0) “\ewtdy o) =\ o)~ 1N ; ainsi N est un vecteur propre de A associé a la
valeur propre .
, 0 =z 0 ax+by 0 pzx L e A
wa(N)=A 0 v) = \0 cordy) =\0 wy) = puN'; ainsi N’ est un vecteur propre de A associé a
la valeur propre .

3. D’apres la question 1, si A est valeur propre de 4 alors A est valeur propre de A, ainsi
Spec(pa) C Spec(A).
Puis d’apres la question 2., si p est une valeur propre de A alors i est aussi une valeur propre de ¢ 4.
Ainsi, Spec(A)C Spec(pa).

Bilan : ’ Spec(p.4)=Spec(A) ‘

4. Supposons que A est diagonalisable, alors la somme des dimensions de ses sous-espaces propres vaut
2. Or d’apres la question 2, & chaque vecteur propre de A correspond au moins deux vecteurs propres
distincts de ¢ 4. Ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ 4 et supérieure ou égale a
4, donc est égale a 4 et p 4 est diagonalisable.

Exercice 3

I. Une premiére expérience aléatoire

1. Dans ce programme la variable M désigne le nombre de boules contenues dans 'urne (qui diminue qu
fil de ’expérience...) donc a chaque tirage la propbabilité de tirer la boule noire est i

N=input (' Donner un entier naturel non nul’)
S=zeros (1,N) for k=1:10000

i=1

M=N

while rand()>1/M
i=i+1
M=M-1

end

S(i)=S(i)+1
end
disp(S/10000)
bar (S/10000)

2. On sait tout d’abord que X () = {1,2,3,4,5} et I'histogramme donné laisse penser que X suit une loi
uniforme sur {1,...,5}.

3. - P(X =1) =P(Ny) :%



N-1 1 1

- P(X =2) =P(B; N N,) = P(B;)Pg, (Vo) = —

- P(X =3) =P(B, N ByNN3) = P(B)P
4 X(Q) ={1,...,N}.

N N-1 N
N-IN-2 1 1
N N—-1N-2 N’

B, (BQ)PBlﬂBz (N3) =

N-1N-=-2 1

1
Soitk € {1,...,.N},P(X =k)=P(B1N...NBr_1 NNg) = = — (d’apres

la formule des probabilités composées).

N N-1 " "'N—(k-1) N

1
Ainsi, Vk € {1,...,N},P(X =k) = N donc X suit une loi uniforme sur {1,...,N}.

5 E(X) = % donc le nombre moyen de

II. Une deuxieme expérience aléatoire

1. Sil'événement O est réalisé, on effectue

1
nous sommes ramenés a l’expérience de la partie précédente : P, (Y = j) =P(X =j) = —

N+1

tirage nécessaires a 1’obtention d"une boule noire est

les tirages dans 1'urne U; qui contient une boule noire. Donc

N

2. Lorsqu’on effectue des tirages dans 1'urne U, qui ne contient que des boules blanches, on est stir d’étre
dans I'urne U, que lorsque toutes les boules ont été tirées. Ainsi,
Pe,(Y=5)=0sil<j<N-—-1letP,(Y=N)=1

3. (O3, Ch) forme un systéme complet d’événements donc a 'aide de la formule des probabilités totales,

7)P(C2).

11

11 1
~Sij=N,P(Y=j)=—=+1-=
— si je[l,N-1]
Bilan: P(Y =j) =<¢ IV
o4 = N
2 Ton oY
4. Ona:
N N—-1
E(Y) = Y jP(Y=j)=) jP(Y =j)+NP(Y =N)
j=1 j=1
N-1
1 N 1 (N-1)N 1 N 1
S avXitetiT g v tats
_ N1 N 1 3N+l
B 4 2 2 4
N +1
Mm:ﬂNﬁﬁzj

III. Une troisiéme expérience aléatoire

1. T(R2) = [2;+o0[ car il faut au moins deux tirages pour avoir obtenu au moins une boule blanche et une

boule noire.
2. Soit k > 2.

PT=k)=PB1NByN...NBr_1 N Ng) +P(N1 N NaN...N Ni_1 N By). Or les tirages s’effectuent ici

avec remise donc les événements B; et IN;

sont indépendants ; ainsi :

P(I'=k) = P(B1)P(B2)...P(Bx-1)P(Bi) + P(N1)P(N2) ... P(Nk—1)P(By)

- (%) ()

k—1 N -1

N

3. T admet une espérance ssi Z kP (T = k) converge absolument autrement dit ssi Z kP(T = k) converge

car T est a valeurs positives.
Sous réserve de convergence,



k—1

+o00 “+o00 k—1 +oo

1 N-1 N -1 1
SRP(T =k) = — > k(e SNk~
= ( ) N = ( N > + N - <N>

s o e s L s . 1 N -1

On reconnait ici des séries dérivées de séries géométriques qui convergent car Nl < let < 1.
Ainsi, T' admet une espérance et

1 1 N-—-1 1
E(T) = —|(—— 21 +—=((—)2_-1

(1) N<(1—NN1> >+ 7 (=1
1, N-1( N
= —(N2-1)4+——((—)2-1
w -+ S (1)
N 1 N-1 N
= N4—— - — - = N4-—— 1
+ N-1 N N + N -1
1
Ainsi,| E(T) = N 4+ ——
insi, | E(T) + N_1
N-11 1N-1 2N-1)
PU=1NT=2)=P(B1NN. PINNNBy) = ————=+ —= = .
(@) P( ) =P(B1NNz) +P(N1 N By) N NTN W e
(b) Soitk > 3.
1 N-1
P(U=1NnT =k) = P(N1N...NN_1NBy) = NI TN (intersection d’événements indépendants)

@ P(U=4nT=j+1)=PB1N...NnB;NN,11) = (Z\]]\_[l) %

(b) P([U=4]N[T =k]) =0sik # j+ 1car U = j signifie que I'on a obtenu j boules blanches avant
d’obtenir au moins une boule de chaque couleur donc nécessairement la j + 1 iéme est noire donc
T=j+1.

2N — 1)

L PU=1)=PU=1nT=2)= "1

sont pas indépendantes.

. U(Q) = N*,

Avec la formule des probabilités totales et le systeme complet d’événements {(T' = k), k € [2;+oco[} on
a:

+o0o
PU=1)=> PU=1NT=k) =
k=2

doncP(U=1)P(T =2)#PU =1NT =2). Ainsi, U et T ne

20N=-1) X N-1
ER Nk

k=3
U N-1) N-1 1 _2N-1) 1 2N-1
DoncP(U =1) = N2 TS —iN - N +ﬁ_ N2
etVj > 2 '
N-1Y 1
P(U=i)=P(U=iNT=7+1)= —
w=n=-rw=-inr=j+1-(52) &



