Corrigé Edhec 2002 voie Eco par Pierre Veuillez

Exercice 1

X suit la loi exponentielle de parametre A. On note Y la partie entiere de X, et Z = X — Y.

1. a)OnaY(Q)=Ncarp(X<0)=0
b) Soit £ € N* on a

k
p(Y=k—-1) = pk-1<X<k)= / e Mdt = [—e M|
k

= MDAk MED) (]

c) Bt (Y +1) (2) = [, +ool[: p(Y +1=k) = e D (1 —e) = () (1 -e?)
On reconnait donc que Y +1— G (1 — e—k)
1

d) Donc E (Y +1) = T
—e

-1

L et BE(Y) =

—e
2. a) Pour 0 <z < 1, On applique la formule des probabiltiés totales avec (Y = k)peny comme

systéme complet d’événements :

“+oo
p(Z<a)=) p(Z<znY =k)
k=0
Avec (Z <znNY =k =X-[X]<zn[X]=k)=k<X<k+zx)car0<z<l1
Et comme

plk <X <k+uz)

k+x
/ )\ef)\tdt — (ef)\k . 67)\(16+m))
k

_ (1 _ e—)\m) o

alors

+oo
p(Z<a) = (1-e)Y ()
k=0
B 1— e—/\x
N

(la série est convergente d’aprés le th des probabilités totales)
b) Donc la fonction de répartition de Z est :
e G(r)=0siz<0
o G(x) =12 Csizel0,1]
e G(r)=1siz>1

G est continue sur R— {0, 1}

1— -0
een0 onaG(r)=0—0et comme G(0)= 1—6_/\ = 0 alors G est continue en 0
—e




1— e—)\a:

e Enl onaG(z)= [ ox }:2:2 =1= G (1) donc G continue en 1.
et G est continue sur R et C' sur R—{0,1}
Finalement Z est une variable a densité de densité g (z) = G’ (z) = l)‘f;ii sizel[0,1] et
0 ailleurs.

c) On étudie la convergence de fj;o tg (t) dt impropre en +00 :

ffoo tg(t)dt =0et [ tg(t)dt =0 il reste donc

1 1 /\e—At
tg(t)dt = t dt
/0 g( ) /0 1 _ 6_)\

)\ 1
= / teMdt  ala volée
1—e? Jy
A Lox 1 x '
= — ¢ S
T { A A
- (R eto)
B e N 1
 l—e A
Donc Z a une espérance qui est : F (Z) = ; — lf;iA
On aurait pu passer par E(X) =1 et E(Y) =5 —1= lf;iA donc
E(Z)=E(X-Y)=EX)-E(Y)=}-
Mais on n’a pas le théoreme dans le cours pour un mélange de variables discrétes et a

densité.

Exercice 2

On désigne par n un entier naturel non nul.

On lance n fois une pieéce de monnaie donnant “ pile ” avec la probabilité p (avec 0 < p < 1) et
“face” avec la probabilité ¢ = 1—p. On appelle k-chaine de “ pile ” une suite de k lancers consécutifs
ayant tous donnés “ pile 7, cette suite devant étre suivie d’'un “ face ” ou étre la derniére suite du
tirage.

Pour tout & de [[1, n]] on note Y la variable aléatoire égale au nombre total de k-chaines de “ pile ”
obtenues au cours des n lancers.

Pour tout k de|[l, n]], on pourra noter P I’événement “ on obtient  pile ” au k" lancer ”.

1. Y, est le nombre de n chaine de pile en n lancers.
Il y en a au plus une qui n’est réalisée que si tous les lancers ont donné pile. Donc Y (2) = {0, 1}
(Y, =1)=P N---N P, et comme les lancers sont indépendants :
p(Ya=1)=p(P)...p(P,)=p" doncp(Y =0)=1-p" et E(Y,) =p"

2. Pour avoir Y,,_; = 1 il faut avoir une n — 1 chaine de pile. Il ne reste donc qu’un seul lancer
Face qui ne peut étre qu’au début ou & la fin :

Y,1=1)=[PN---NP,1NEJU[F;NPN---N P, les deux sont incompatibles donc



p(Yo1=1) =plPAN---NP,1NE]+p[FiNnP,N---NPF,] les lancers sont indépendants

donc

p(Yo1=1)=p" g+ qp"t =2¢p"!

Comme les seules valeurs possibles de Y,,_; sont 1a encore 0 et 1 on a :

E(Yo1) = 0p(Ypy =0)+1p (Y, =1)
= 2"

. Dans cette question, k désigne un entier de|[1,n — 2]

Pour tout ¢ de [[1,n]] on note X, la variable aléatoire qui vaut 1 si une k-chaine de

[

‘ pile 7

commence au "¢ lancer et qui vaut 0 sinon.

a)

b)

d)

Avoir (X, = 1) signifie qu'une k chaine de ”pile” commence au premier lancer (et se finit
donc au k + 1°m¢ < n)
(X1, =1) = PiN- - -NPNFi11 lancers indépendants p(X1x = 1) = p (P1) ... p (Pr) p (Frt1)
et P(Xy, =1)=p"qg
Pour i € [[2,n — k]] avoir (X, = 1) signifie qu'une telle chaine

e commence au i > 1 lancer et donc qu’elle était précédée d’un ”face”;

e quelle se finit au bk +i— 1" <n (deiai+k—1lilya(i+k—1)—(G)+1=k

lancers)
e et est donc suivie d'un "face” (i <n—kdonck+i—1<n-—1<n)

Donc (X1, =1) = F,_1 NP+ N Peyio1 N Fiyy et comme les lancers sont indépendants
pour tout i € [[2,n — k|| on a bien

p(Xix =1) = ¢*p".
Enfin pour X,, ;14 =1, on a k "pile” & partir du n — k + 1°™¢ lancer donc jusqu’au n'*™
et face juste avant :

Donc (Xn—k—i-l,k = 1) = Fn—k n Pn—k+1 N---N Pn donc
P(Xppprp = 1) = qp".

Le nombre total de k listes de pile est la somme de celles qui commencent & 1, a4 2 ... &

n—k+1
n—k+1

Done Vi = Y Xy et E(Y;) =Y 01" E(Xx)
i=1
De plus pour i € [[2,n — k]| : E(Xix) = p(Xix = 1) = ¢*p* (loi de Bernouilli)
et de méme E (Xoy) = qp* et B (Xy—pr14) = qp"
Et

o

n—Fk

EM) = > g +20p" = ") 14 2¢p"
=2

= (n—k—1)¢"p" +2¢p"

n—

[\



Exercice 3

0 _ —rlnz
On note f la fonction définie sur R par : z>0, fl@)= 14 2
f(0)=0
1. a) Sur R} ona f(z) = %ﬁlf donc f est continue comme quotient de fonctions continues
(1+2%#0)
EnO:pourz>0:zln(z) =1In(z)/(1/x) — 0 quand © — 0 car In(z) = o(1/x) donc
f(x) = 0= f(0) quand = tend — 0 et f est continue en 0.
Donc f est continue sur R™
b) Pour z > 0: f(x) = %ﬁlf d’ou le tableau de signes :
x 0 1 +00
7z 0 = _
In() ||| /= 0 +/
f(x)y|0 + 0 -
2. Comme f est continue sur RT alors pour tout x positif, f est continue sur [0,z] et [ f(t) dt
est bien définie.
Donc F est bien définie sur R*
3. Pour tout x de R™, on pose : g(z) = F(x) — .

a)

b)

Comme [ est continue sur Rt alors x — fox f (t) dt est une primitive de f.
Donc g est dérivable sur R et ¢’ () = f (z) — 1
Donc pour z > 0

—z1n () o (In(z) + L +2) _ —xh(x)

!
-\ 1= -
g(x) 1+ 22 1+ a2 1+ 22

avec h(z) =In(z)+ < +x

h est dérivable sur |0, +oo[ et &/ (z) =1 — 5 4+ 1= _12—2”2

—1+ 2 + 22 est polynéme du second degré qui a pour discriminant A = 1+4 = 5 et pour
racinesa:#getb’:%g<0

En 0" :h(z) =1 (1?%) +1+ xz) — 400 car In(z) = o (1/x)

En +oo:h(z) =In(z)+ 1 +2 — 400

Ena:h(a)=In <\/52*1> + ‘/52*1 + \/32_ - une valeur numérique serait la bienvenue, mais
on n’a pas de calculatrice ...
On bricole : \/gzx/zl:2d0n0\/3—1216t@:% 5—%20,5

Donc In (@) + @ > 0 d’apres la valeur numérique fournie. Et A () > 0

T 0 « 400
h' (z) - 0 +

h(x) +N + 4+

—r 0 _ _

g (z) | -1 - -

g(r) |0 N\ - N\ —




c) Donc g < 0 sur |0, 4o00| et nulle en 0.
N.B. on a donc F'(x) < x pour tout = > 0

4. On définit la suite (u, ) par la donnée de son premier terme uy = 1 et la relation de récurrence,
valable pour tout entier n de N : u, 11 = F (u,)

a) Par récurrence, en prenant I'image par F' pour passer d’une étape a la suivante.
F’' = f donc F" > 0 sur [0,1] et F'y est croissante.
e On auy € [0,1]
e Soit n € N tel que u,, € [0, 1] alors 0 < u,, <1 et comme F est croissante sur [0,1],
F(0) < F(u) < F(1) avec F (0) = foo =0et F (1) <1 d’apres le signe de g.
Donc 0 < upyq <1
e Donc pour tout entier n, u,, € [0, 1]
N.B. pour la récurrence, il ne suffit pas d’avoir u,, > 0 car f n’est positive que sur [0, 1]
b) On vient de voire que u,, € [0,1] donc u,, > 0 et u,1 = F (u,) < u, (signe de g sur R™)
Et (u,) est décroissante.
c) u est décroissante et minorée par 0 donc convergente. vers une limite ¢ > 0

Comme F' est continue sur RT et que ¢ € R™ alors F' est continue en ¢ donc F' (¢) = /.

Or F'(x) < x pour tout z > 0 donc ¢ ne peut pas étre strictement positive et finalement,
U, — 0

Probléme
Partie 1 : étude d’un ensemble de matrices.
On consideére les matrices suivantes de My(R) :

1 000 0001 0100 0010
0100 1 000 0010 0 001
I= 0010 | J= 0100 | K= 0001 L= 1000
0001 0010 1000 0100

On note F I'ensemble des matrices M s’écrivant M = al +bJ + cK +dL, ol a, b, c et d décrivent R.

1. a)OnaF = {al+bJ+cK+dL/a,b,c,d € R} = Vect(I,J,K,L) donc E est un espace
vectoriel.

b) Sial +bJ + ¢K + dL = 0 alors on trouve dans la ligne 1a=0,b=0,c=0et d =0
Donc la famille (1, J, K, L) est libre.

c) (I,J, K, L) est libre et génératrice de E donc est une base de E.
Donc dim £ =4

2. a) OnaJ?=

o O = O
o= O O
o O = O
o= OO
o= O O
= o O O
o O = O

K2 =

coom
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0010 0010 1000
2_| 0001 0001 |_[0o100]|_,
1000 1000 0010
0100 0100 000 1
0010 000 1 0100
s . .o 0001 1to000] [oo010]|_
P=l0=LI=119 0 0 0100 | o001 |78
0100 0010 1000
[¥=I2L=1L

Donc J?, K2, L?, J3 et L3 appartiennent & E.

b) Onaalors JK = JJ? =22 =[*=Tet KJ=JJ =1
KL=KJ?=KJJ=1]J=Jet LK = J?K =J
JL=JK?=JKK=IK=KetL]=K
donc JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi a FE.

c) En développant une combinaison linéaire de 2 matrices de E :

(al +bJ +cK +dL)(a'I +VJ+ K+ dL), on obtient une combinaison linéaire des pro-
duits des matrices I, J, K et L, qui sont tous dans F.
Donc le produit se trouve encore dans FE.

3. a) L est symétrique donc diagonalisable.

T —ax+2=0 z=aQr

_ y | —ay+t=20 t=ay
b) (L — al) . =0« v — ar— 0 — (1) 2(1—a?) =0
t y—at=0 y(l—a?) =0

e Sia#leta#—lalors(1—a?)=0Donc (1)< zr=y=2=t=0et anest
pas valeur propre de A.

z =

t =

propre associé est : S; = Vect ((1,0,1,0)(0,1,0,1))

e Sia =1 alors (1) < (1) donc 1 est valeur propre est son sous-espace

o Sia—lalors(1)<:>(1){ i::

propre associé est : S_; = Vect ((1,0,—1,0) (0,1,0,—1))

donc —1 est valeur propre est son sous-espace

4. On considére les vecteurs :

1 1 1 1

S PP I T D I
3 1| 4

-1 —1 1

r+y+z2+t=0

T—y+tz—t=0 Ly— 1L,
r+y—z2—1t=0 Ls— 1,
.I'—y—Z—i—t:O L4—L1

a) Sizu;+yus+ zus+tug =0 alors donc

r+y+z+t=0 r4+y+z+t=0
—2y—2t=0 —2y—2t=0 B
—22z—2t=0 et 95 9 —0 et t = 0 enfin par sub-
_2y—2Z:0 Ly— Ly —224+2t=0 L4_L3

stitution : t =y=2=0
Donc (uy,us, us, uq) est libre a 4 vecteurs dans My ;(R) de dimension 4. Donc est une
base de My ;(R)



b)

b)

On calcule les produits :

0010 1 1
Lu, = 0001 1 = 1 = w1 donc u; colonne propre associé a la valeur
10 00 1 1
0100 1 1
propre 1 et de méme
Luy =ug associé a 1; Luz = —uzet Luy = —uy associés a —1
0101
1 010
J+ K= 010 1 et
1 010
(J 4+ K)uy = 2uy et uy est un colonne propre de J + K associé a 2;
(J 4+ K)ug = —2us et uy est associé a -2;
(J+ K)uz =0et (J+ K)ug = 2uy donc ug et uy sont associés a 0;
1 9 0 P 1—2p P
I I et A= b 0 po 1=
4 3 1—-2p P 0 D
P 1-2p P 0
0101 0010
cwa=p| o VLV ra-m| Y00 = E) 2L
1 010 0100

Auy=p(J+K)+(1—-2p)L)uy =p(J + K) u1+(1 — 2p) Luy et comme u; est colonne
propre de J + K et de L alors :

=2pu; + (1 —2p)u; = uy

Aus =p(J+ K)us+ (1 —2p) Lus = —2pus + (1 — 2p) ug = (1 — 4p) uy
Aug=p(J+ K)us+ (1 —2p) Luz =—(1—2p) u

Aug=p(J+ K)us+ (1 —2p) Lug = — (1 —2p) uy

Donc (ug, ug, us, uyg) est une base de colonnespropres de A et A est diagonalisable.

11 1 1 10 0 0
I T B B |l o1-4p 0 0 B
Avec P = 1 1 -1 -1 et D = 0 0 -1 0 ona A =
1 -1 -1 1/, 0 0 0 2p-—1
PDPpP
11 1 1 11 1 1 4000
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 0400
2 — —
=111 1 4 11 -1 1| |ooao0|=¥
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 000 4
Donc P (31P)=1Iet PP =1donc P! =1P

Ona (X, =1,X, =2 X, =3,X, =4) qui forme un systéme complet d’événements donc

PXppi=1) = p(Xon =1/Xy =1D)p(Xp = 1) +p (Ko = 1/Xp = 2)p (X = 2)
+p (Xnia = 1/ X0 = 3) p (X = 3) +p (X1 = 1/ X = 4) p (X, = 4)
= p(Xa=D+p-p(Xn=2)+ (1 =2p)p(Xo =3) +p-p(Xn=4)

ce qui est bien le produit de la premiére ligne de A et de la colonne C,
De méme pour les trois autres lignes. Donc C,, .1 = A - C),.



b) Donc la suite C' est géométrique matricielle et

C,=A"-Cy = (PDPl)”ngiP.D".P.CO

On a donc, en commengant le produit par la droite (il est 3 fois plus rapide de faire un
produit matricex colonne que matricesx matrice)

1 1 1 1 1
1 2l 1 —1 1 -1 0
Co = 3PP 11 1 1 0
1 -1 -1 1 0
1 0 0 0 1
_ 1, 0 (1-—4p)" 0 0 1
o 0 0 (2p—1)" 0 1
0 0 0 (2p—1)" 1
Comme le point est en 1 & 'instant 0 on a donc :
1 1 1 1 1
n 1 -1 1 1 0
C, = =P-D(p,1—2p) 1 ] 1 -1 0
1 -1 -1 1 0
1 0 0 0 1
B lP- 0 (1—4p)” 0 0 1
4 0 0 (2p—1)" 0 1
0 0 0 (2p—1)" 1
1 1 1 1 1
B 1 1 -1 1 -1 (1—4p)"
I 1 -1 -1 (2p—1)"
1 -1 -1 1 (2p—1)"
1+(1—4p)"+2(2p—1)"
_ 1 1—(1—4p)"
T4l 1+ —4dp)t—202p—1)"
1—(1—4p)"
Et on a finalement
]‘ n n
p(Xa=1) = J[1+(1—-4p)" +2(2p—-1)"]
1 n
p(Xa=2) =  [-(1-4)]
]‘ n n
p(Xn=3) = J[1+(1-4p)" -2(p—1)7]
1 n
p(Xa=4) = {[1-(1—4p)]



