Corrigé EDHEC 2004 Eco par Pierre Veuillez
Exercice 1

+o0 1
Le but de cet exercice est de calculer lim ——dt
n—+oo Jo 1+t+1tn
1
1
Pour tout n de N, on pose u,, = / —— dt et on a, en particulier, uy = / —dt
o 1+t+1" 241
1. La fonction t — ;7 est continue sur [0,1] (car 1 + ¢+ ¢" # 0) donc fol T dt est bien
définie.
2. On a
1
= —dt n(2+4+t)],=In(3) —In(2
w= [ pit= [yt =Gk =hE) -nE
= In(3/2)
et

1

1
= ——dt=|=In(1+ 2t
“ /1+t+t /1+2t [2 n(l+ )L
1
e

(3)

Conclusion : |up = 1In (3/2) et uy = 51In(3)

3. a) Pour comparer les intégrales u, et u,,1, on compare leurs contenus :

1 1 B rtt —gn
L4t+tn  1T+t4+tntl (Lt 4tn) (14t + )
B 7 (t— 1)
(Lt tm) (14t trt)
< Osur [0,1]
1 1
et —— < —
1+t+tn 1+t + ¢ttt

et comme (ordre des bornes) 0 < 1, on a alors

1 1 1 1
/ —dtg/ R —
o 1+t+1tn o 1+t+tnt!

Conclusion : | la suite u est donc croissante. |

b) La encore, on majore le contenu, par une quantité qui ne dépend pas de n :

Site0,1] alorst” >0et 1+t+t">1+t>0donc 7 et comme 0 < 1:

1+t+t” < 1+t
!

/—dt < /—dt [In (1 + t)];
o L+t+tn — 0

Conclusion : |Vn € N, u,, <In(2)
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c) La suite u est donc croissante et majorée par In(2) donc convergente vers une limite
¢ <In(2)

a) Pour écrire In (2)—u,, sous forme d’intégrale, on écrit In (2) sous la forme trouvée précédem-
ment :

L | ! 1
In(2) —u, = —dt—/ —dt
o 1+t o 1+t+1tn
1
1 1
:t/ _ dt
o L+t 1Ht41tn

[ weie
= dt
o t+1)(t+tr+1)

b) Pour obtenir le n%l, on devine une primitivation de t", que 'on va conserver dans la

majoration du contenu :
sur [0,1]onat+1>1ett+t"+1>1donc (t+1)(t+t”+1)21etm§%

[N t" n n
doumgt car t" > 0 et comme 0 <1

1 tn
m@%””:‘4@+n@+w+nﬁ

1

1 tn
Sl/ﬂﬁ:{ ]
0 n+1],

1
n+1

<

1
Conclusion : |Vn € N, In (2) — u,, <
n—+1

¢) On a une majoration. Pour conclure, on cherche I'encadrement :

¢ 1
0 S m sur [0,].] alors 0 S 111(2) — Up, S i
Et comme —+ — 0 alors par encadrement In (2) — u, — 0 et

Conclusion : |u, — In (2) quand n — +00

400 1
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose v, = / —dt
S
a) 1+°° ﬁdt est impropre en +00
On prouve sa convergence par comparaison :
1+t1+t” = %1+1/t”}1+1/t” ~ tin car n > 2 et donc t" et t"' — 0 quand t — +o0

Comme n > 1 alors || 1+°° tindt converge (intégrale de Riemann) et par comparaison d’intégrales

1
14+t+tn

Conclusion : ’vn est bien définie pour n > 2‘

de fonction positives, f1+°o dt converge.
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b) Pourt >1onal+¢t>0et1+t+t">t">0donc0< ——
on a

1
1+t+tn — tn dOnC pOU.I‘ 1 S M

M M M
1 1 1 1
/ _ 1 < / L= |-
L Lt Lot n—1t1],

< ! (_ ! +1)
— n-—1 Mn—1

1

n—1

<

et par passage a la limite dans 'inégalité, quand M — +oo

oo 1 1
0§/ dt <

1
Conclusion : |Vn > 2, 0 < v, < 1
n —

¢) Donc par encadrement v,, — 0 quand n — +oo

Comme l'intégrale impropre en +o00 f0+ ———dt converge, alors

1+t+t"

+oo 1 ! 1 +oo 1
/ N S /_m/ _ bt
0o l1+t+tn o 1+t+1tn L l4+t+tn

— In(2) quand n — 400

Conclusion : | lim,,_, 4+ f0+ 1+t+tndt In (2) |

Exercice 2

On note E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a 2.

On note e, ey, 5 les fonctions définies, pour tout réel = par ey () = 1, e; (z) = x et ey (v) = 22 et
on rappelle que B = (e, €1, €2) est une base de E. (c’est la base canonique de R, [X])

Soit f I’application qui & toute fonction polynomiale P de E associe la fonction Q = f (P), ou @ est
la dérivée seconde de I’application qui a tout réel z associe (2 — x) P (z).

1. a) Montrer que f est un endomorphisme de E :

N.B. il peut étre pratique de donner des noms au fonctions plutot que de manipuler des
r— ...

Si le degré de P est inférieur ou égal a 2 alors celui de z — (2% — z) P () est inférieur ou

égal a 4

Donc sa dérivée seconde sera de degré inférieur ou égal a 2.

Donc f est une application de £ dans F.

Soient R et S de E alors (22 — z) (R + 85) (z) = a (2 —x) R+ B (2* — x) S ()

la dérivée seconde de z — (22 — ) (aR + 35) (x) est

flaR+pS)=a(r— (2% —2)R)" + (z — f(2* —2) S (x))" = af (R) + B[ (5)

Donc f est un endomorphisme de E.
b) fl( )= (22 —z)eg(x) =22 —x donc f] (x) =2z —1et f]'(x) =2 dou f(ey) = 2
fi(z) = (2> —x)e; (x) = 2® — 2% done f] (x) = 322 — 2z et f]'(z) = 62 — 2 d’on
f(e1) = 6e; — 2¢q
fi(z) = (x> —2)ea (x) = 2* — 2 donc f] (x) = 4% — 322 et f]' (z) = 1222 — 62 d’on
f (e2) = 12e5 — 66y
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¢) f(ep) a donc pour coordonnées dans B : (2,0,0) d’ou la premiére colonne de A et de méme
pour les autres.

2 =2 0 1 —2
La matrice de f dans la base Bestdonc A= 0 6 —6 2 | = 12
0 0 12 0 0

d) Comme la matrice A de f est triangulaire a termes diagonaux non nuls, elle est inversible.
Donc f est un automorphisme de E.

2. a) Comme la matrice A de f est triangulaire, ses valeurs propres sont les termes diagonaux :
Les valeurs propres de f sont donc 2, 6, et 12.

Comme elle a trois valeurs propres distinctes, et que dim (F) = 3, elle est diagonalisable

b) On résout alors pour chercher les vecteurs propres P = x + yX + 2X?

T —2y=0
(A=20)| vy | =0<=( 4y—62=0 <= y =2z =0 et le sous espace propre associé
z 102 =0
a la valeur propre 2 est So = Vect (1).
x —4x —2y =0 —0
(A-=6l)| v | =0« —62=0 — { ° = et le sous espace propre
y=—2x
z 62 =0
associé & la valeur propre 6 est Sg = Vect (1 —2X).
T =10z -2y =0 _
(A-120)| vy | =0<= —6y—62=0 <— { Z__ _ly et le sous espace propre
z 0=0 B

associé a la valeur propre 12 est S5 = Vect (_?1 +X-X 2) .

3. a) Comme f a trois valeurs propres distinctes, des vecteurs associés a chaque valeur propres
forment une famille libre donc une base de vecteurs propres :

On classe dans I'ordre des valeurs propres qui sont sur la diagonale de D :
1 pour 2, 1+ 2X pour 6 et pour 12 on choisit —5 (2 + X + X?) =1 —5X = 5X? (pour
que la premiére composante soit 1)

1 1 1 2 0 0
Avec P=1]|1 0 -2 -5 et D= 06 0 onaalors A=PD P~ L.
0O 0 5 0 0 12

b) Par récurrence :
PD'P~1 =] =A"
Soit n € N tel que A" = P D" P~}
alors A"t = A"A=PD"P'PDP'=PD"]DP!'=pPD"!p!
Donc pour tout entier n : A» = P D" P~1

1 10 5 3
4. a) Par Gauss on trouve P! = 0 0 -5 -5
o 0 2

1 1 1 1 2 0 0 10 5 3

b) et donc A" = 10 0 -2 =5 06" O 0 =5 =5

0 0 5 0 0 127 0 0 2
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c)

1 1 1 10x 2" 5x2" 3 x2"

1
:E 0 -2 -5 0 -5 x 6" —Hx6"
0 0 5 0 0 2 x 127
1 10x 2" 5x2" -5 x 6" 3 x2" -5 X 6"+2x 12"
:E 0 10 x 6™ 10 x 6™ — 10 x 12™
0 0 10 x 12"

On dit qu’une suite de matrices (M,,) tend vers la matrice M, lorsque n tend vers +oo ,
si chaque coefficient de M,, tend vers le coefficient situé a la méme place dans M.

On pose B = %A )
Donc B™ = (i)nA

12

Comme (%)n = (%)n — 0 et (%)n — 0 alors

tous les coefficients de B™ tendront vers 0 sauf ceux en 12" dans A

1 00 2 1 0 0 20
Donc B™ — m 0 0 —-10 =Jet J? = 100 0 0 -100 =J
0 0 10 0 0 100

Exercice 3

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On lance n fois une piéce équilibrée (cest-a-dire donnant pile avec la probabilité et face également
avec la probabilité ), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si I’on n’obtient aucun pile pendant ces n lancers et qui,
dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier pile.

1. a)

Le premier pile advient au plus t6t au premier tirage et au plus tard au n®™¢ lancer. Enfin,
si 'on n’a pas de pile, Z = 0.

Donc les valeurs possibles de Z sont : Z (2) = [[0, n]]

Si k # 0 (donc si 1 < k < n) alors (Z = k) signifie que I’on a le premier pile lors du k*™*
lancer.

Donc (Z =k)=FNFEN---NF_1N P

Les lancers étant indépendants, P (Z = k) = P (Fy) P(Fy)... P (Fy_1) P (Pg) = (%)k si
1<k <n.

Enfin si k = 0 alors Z = 0 signifie que 'on a pas eu de pile lors de ces n lancers.

Fin---NF, et comme les lances sont indépendants, P (Z =0) =
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k=0 k=1
= (5) + Z (§> réindexé h=F%L — 1
k=1
n n—1 h+1 n n—1 h
1 1 1 1 1
- () ZG) =) 22()
h=0 h=0
()10
2 1—3

Ce qui est cohérent avec une loi de variable aléatoire.

d) Dans le programme, k est le compteur de lancers, et Z la variable aléatoire.
On effectue des lancers jusqu’a ce que 'on ait pile (lancer = 1) ou que 'on ait effectué
n lancers or (k = n).
Si on obtient pile, (lancer = 1) alors Z est affecté du nombre de lancers effectués (z :=
k), sinon, il conserve sa valeur initiale (z := 0)
Enfin, le nombre maximal de lancer n est saisit au clavier par Readln(n).

Program EDHEC2004 ;

var k, n, z, lancer : integer ;
Begin

Randomize ;

Readln(n) ; k¥ :=0 ; z := 0 ;
Repeat

k :=k + 1 ; lancer := random(2) ;

If (lancer = 1) then z := k ;
until (lancer = 1) or (k = n) ;
Writeln (z) ;

end.

On dispose de n+1 urnes Uy, Uy, ..., U, telles que pour tout k de {0, 1, ..., n} "'urne Uy, contient
k boules blanches et n — k boules noires.

On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes de la fagon suivante
. si aprés les lancers de la piéce décrits dans la premiére question, la variable Z prend la valeur
k (avec k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k£ boules dans I'urne Uy, et 'on note
X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues a I’issue de ces tirages. Si
la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.
2. Si Z =0, o0n aalors X = 0.
Si Z = n, on fait n tirages dans 'urne qui ne contient que des blanches et X =n
Si Z =k € [[1,n — 1]] on peut obtenir entre 0 et k& boules blanches.

Donc les valeurs possibles de X sont X (Q2) = [[0, n]]

3. a) Quand Z=0,ona X =0donc Pz_o(X =0)=1et P;o(X =i)=0si1<i<n.
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b) Quand Z = n, on effectue n tirages dans I'urne n qui ne contient n boules blanches et 0
boules noires. On obtiendra donc n boules blanches.

DoncPy_, (X =n)=1let Pz, (X =1)si0<i<n-—1.

¢) Quand Z =k (1 < k < n—1) on effectue k tirages indépendants dans 'urne k qui contient
k boules blanches et n — k noires. Les boules étant équiprobables, la probabilité d’obtenir
une blanche et de k/n a chaque tirage.

Donc le nombre de boules blanche obtenues suit une loi binomiale, B (k, k/n)

Pry(X =i) = ( § ) (5)" (%5)"" i 0 < i < ket Pyy (X =) = 0 sinon.

2 n

4. a) On connait les probabilités conditionnelles P;_ (X = 0) et on veut la probabilitée P (X = 0).
On utilise donc la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

(Z - k)ke[[o,nﬂ

pP(X=0)=) Py (X=0)P(Z=k)
k=0
Comme on a des formules particuliéres pour k£ = 0 et k = n, on les traite a part :

P(X =0)=Pso(X =0) P(Z=0)4Ps— (X =0) P(Z=n)+Y Pz (X =0) P(Z=k)

Les valeurs Py (X =0), P(Z=0), Pz, (X =0) et P(Z =n) ont déja été calculées.
Dans la somme, on a 0 < k avec k > 1 donc Pz_; (X = 0) est donnée par la loi binomiale.

—_

p(X=0) = 1- (1)n+op(zzn)+n_

SO )

b) Pour X = n, on ne peut obtenir n boules blanches qu’en faisant n tirages, donc si Z = n.
Donc (X =n)=(Z=nnNX =n)
Comme on a X = n dés que Z = n (dans 'urne n, il n’y a que des boules blanches)
(X =n)=(Z=n)
Donc

c) Pour tout i de {1,2,...,n — 1}, on reéutilise la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements (Z = k),

p(X =i)=) Pr(X =i) P(Z=k)
k=0

avec, 1a encore, les valeurs k = 0 et n a traiter a part et Pz_;, (X = 7) est sinon donné par
la loi binomiale, donc avec deux formules différentes pour k > i et k < i (& exprimer par
rapport a k, car c’est lui I'indice de sommation)
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D’ou le découpage de la somme:

Pyo(X =i) P(Z

i—1

i—1
04+0++) 0-P(Z=

k=1
k
i

—_

(1)) (

avec k > 1 donc P(Z =k) = (1/2)"

n

B
Il

7

n—=k

B+ 3 Prt (X =) P(Z =)

k=i

) ()

5. On calcule Y " , P (X =) en traitant a part i =0 et i =n :

n n—1
Y P(X=i) = P(X=0+P(X=n)+> P(X=1i)
i=0 i=1
R R )
- oom omn on \ i n n 2
k=1 i=1 k=i
n—1 n—1

La somme double Z Z porte sur les 7 et k tels quel < i < k < n — 1 que 'on réordonne :

1=1 k=i

1<kE<n—-1letl1<:<k

Donc

n—1 n—1 B n_1i<k‘ > (l{?)l <TL—I{7
. . i n n
=1 k=i k=1 i=1
RO
N , ? n n
k=1 L=0
— (k: n—k)k (n—k
- (ke _
n n n
k=1 L
EOECC
N 2 n
k=1 k=1
- 2 a on
h=0 k=1
= — i _
2 1—5 1 2n
B 1_ (1)71—1_711 (n_k)k
B 2 2n
k=1

D’ou le total :

1

k—i k
) (5) (on reconnait le binéme)

-

n—k
n

)]G
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n n—1 k n—1 n—1 k
2 n—k 1 n—=k
P(X =i = — 1— (= _
2 P(X=i) = 5t <2n)+ <2> (2n>
=0 k=1 1
1

Probléme

Dans ce probléme, la lettre n désigne un entier naturel non nul.
On note f, la fonction définie sur R par : f, (z) = ze = siz # 0 et f, (0) = 0.

- =

On note C,, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé (O, 7,

n

1. a) Quand r — 0" ona —2% — —oo donc f, (z) = ze s — 0= f,(0)
Et f,, est continue & droite en 0.

b) On calcule la limite du taux d’accroissement :

Quand x — 01 on a fn(w)—gn(()) — e x50
m_

Conclusion : | f,, est dérivable a droite en 0 et sa dérivée en 0 est f (07) =0

2. a) f, est composée et produit de fonctions dérivables (dénominateur =z # 0) donc f, est
dérivable sur |—oo, 0[ et sur |0, +o00[ et

, . _n _n N
i) = et raeth
2T +Nn
= 6 x
T
et on a alors (22 > 0)
T -n 0 +0o0
T+n - 0 + + affine
x — — 0 +
fr (%) + - I +
falx) | =0 /" —me \, -0 || 0 / 40

b) En +00:e” = — 1 et donc f, () = xe = — +00 et de méme

En —oco: f, (z) =we s — —00

En 0~ on a une forme indéterminée que ’on léve par le changement de variable X = —%
nX n\X
e e
fn@):—yz—(;() o

car X = o <(e”)X> car e" > 1

3. a) Onace"=14u+u?/2+ u% (u) avec £ (u) — 0 quand u — 0
b) On a donc

f@) = xe‘izx(1—9+”—+”—s(—ﬁ)):x_n+”—+ﬁe(ﬁ)

au voisinage de 0o
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¢) Onadonc f, (z)—(x —n) = % +o (%) — 0 quand z — £oo et C,, admet pour asymptote
la droite D,, d’équation y =z —n
Comme % +o(i)=1 (%2 +o0 (1)) alors au voisinage de +oo la différence tend vers 0
et la courbe est au dessus de I'asymptote et en dessous en —oo.

d) Pour (1, il faut placer les asymptotes (oblique en +oo et verticale en 0) ainsi que la

tangente horizontale en 0%, le minimum en —n avec une tangente horizontale et respecter
le sens de variation.

4. a) Sur R™, f, est maximale en —n ou elle vaut —n/e < 0 donc l'équation f, (z) = 1n'y a
pas de solution.
Sur |0, +00[, f, est continue et strictement croissante donc bijective de |limg f,, lim, o fu[ =
10, +o00]
Et comme 1 € ]0, +o0o[, "équation f, (z) =1 y a une unique solution u,,.

Conclusion : |sur R, il existe un unique réel u,, tel que f, (u,) =1 (et u,, >0 )

b) Pour tout n de N*, comme f, (1) = e < €° car —n < 0 alors

fn (1) < fu(un) et la fonction f, étant strictement croissante sur R* et 1 et u, en étant
¢éléments, on a alors 1 < u,

On transforme alors I’équation définissant u,, :
n n ].
Pour  >1,si f,(z) =lalorsze = =1donce = = —carz #0et —2 = —In(z) d'ou
x

finalement xIn (z) = n

Conclusion : | u,, est une solution de zln (z) =n

c) g est dérivable sur [1, +oo[ (car z >0 ) et ¢' () =In(z) + 2 =1In(z) +1> 0 pour z > 1
Donc g est continue et strictement croissante donc bijective de [1, +o0o[ dans [lim; g, lim o, g[ =
[0, +00] et admet donc une réciproque dont on a le tableau de variations par symeétrie :

T 1 +00 T 0 +00
et

g(@) |0 / +oo g '@ |1 / +oo
De plus, comme u, € [1,+00[, que n € [0,+o0| et que g (u,) = n alors u, = g~*(n)
— +00.

donc ¢! tend vers +00 en +oo

Conclusion : | lim wu, = +o0.
n—-+00

d) Comme uy,In (u,) = n et que u, > 1 et donc In (u,) > 0 alors In [u, In (u,)] = In (u,) +
In (In (u,)) = In(n)
In (In (u,))

n () } avec [] — 1 car In(X) = o(X)

D’ou en factorisant : In(n) = In(u,) [1 +

quand X — +o00

et finalement In (u,) ~ In (n).
L’erreur serait de dire qu’alors, les epxonentielles sont équivalente. On n’a pas de tel
théoréme.

On revient donc a wu, In (u,) = n d’ou

. n n
~In(uy) “In (n)

Conclusion : |u, quand n — +o0

5. a) On sait que u, = g~! (n) donc comme n < n+ 1 et que g~! est strictement croissante sur
[0,400] et que n et n+ 1 en sont éléments , alors u, < u,.; et

Conclusion : |la suite (uy),~, est strictement croissante.
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b)

On fait réapparaitre f,; dans f,

- _mn4l 4 1
fo(Uns1) = Uppre "0t =w,qqe Uekt e

1
fra1 (Unyr) evnt
— 6"n1+1

6. On pose I, = [ f, (t) dt.

a)

Pour encadrer I'intégrale, on encadre la fonction (qui est continue donc intégrable)

La suite u est croissante donc u,, < u, 1 et
si u, <t < upyq alors f, (un) < fr(t) < fo(upy1) car f, est strictement croissante sur

R% et que u,, t et u,,; en sont éléments.
1 1

Et comme f, (u,) = 1 et que f,, (uys1) = eUn+1 alors 1 < f, (t) < eUn+1 pour tout ¢ de
[una un+1]

1
. . . I
On sait que u,, < 4 donc I'inégalité de la moyenne donne alors|1 < ———— < eUn+1,
Up+1 — Up
1
Comme 1,1 — +00 alors eYn+1 — 1 et par encadrement - — 1

Unp4+1 — Un

Conclusion : ’]n ~ Uy — Uy lorsque n — 400

La somme partielle 25:1 (Ups1 — Up) = uny1 — uy par "simplification diagonale” et tend
donc vers +o0o quand N tend vers 400

Donc la série > o, (tup41 — uy,) diverge.

Comme I,, > 0 alors par comparaison de séries & termes positifs, la série EnZl I, est de
méme nature

Conclusion : |}, -, I,donc diverge.
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