
Corrigé EDHEC éco 2013 par laurent Foubert et Alice Ernoult

Exercice 1

1.

a) Par récurrence, on va démontrer la propriété P (n) : 0 ≤ un ≤ 1,pour tout n ∈ N.
Pour n=0,la propriété est évidemment vraie car on donne u0 = 0.

Et si P (n) est vraie au rang n, on a 0 ≤ un ≤ 1,donc 0 ≤ u2n ≤ 1, puis 0 ≤ u2n+1
2
≤ 1+1

2
et donc

0 ≤ un+1 ≤ 1, par conséquent P (n+ 1) est vraie aussi .
Et le principe de récurrence permet de conclure .

b) On calcule un+1 − un = u2n+1
2
− un = u2n+1−2un

2
= (un−1)2

2
≥ 0.La suite (un)nεN est donc crois-

sante.On calcule un+1 − un = u2n+1
2
− un = u2n+1−2un

2
= (un−1)2

2
≥ 0.La suite (un)nεN est donc

croissante.

c) La suite (un)nεN étant croissante et majorée par 1,elle est convergente vers un réel l ∈ [0, 1]
,puisque pour tout n ∈ N , un ∈ [0, 1].

De plus, on a pour tout n ∈ N , un+1 = u2n+1
2

donc la suite (un+1)nεN converge vers l mais aussi

vers l2+1
2

. L’unicité de la limite de la suite (un+1)nεN permet donc de conclure que l2+1
2

= l.

Or l2+1
2

= l ⇔ l2+1
2
− l = 0 ⇔ l2+1−2l

2
= 0 ⇔ (l−1)2

2
= 0 ⇔ l = 1 .

On a donc montré que l = limun = 1 .

2.

a) function u(n : integer) : real ;
begin
if n=0 then u :=0 else u :=(u(n-1)*u(n-1)+1)/2 ; end ;

b) Program EDHEC2013 ;
Var n :integer ;

function u(n : integer) : real ;
begin
if n=0 then u :=0 else u :=(u(n-1)*u(n-1)+1)/2 ; end ;

Begin
n :=0 ;
while 1− u(n) > 1E − 3 do n :=n+1
writeln(n) ;
end.

3.

a) On a,en utilisant les calculs déjà faits au 1.b),

vk − vk+1 = (1− uk)− (1− uk+1) = uk+1 − uk =
(1− uk)2

2
=
v2k
2

.

b) Il s’agit d’une somme “télescopique” :∑n−1
k=0(vk − vk+1) = (v0 − v1) + (v1 − v2) + ...+ (vn−1 − vn) = v0 − vn .

c) On a pour tout n ∈ N,
∑n−1

k=0 v
2
k= 2.

∑n−1
k=0(vk − vk+1) = 2(v0 − vn).

Donc comme lim vn = lim (1− un) = 1− lim un=1-1=0, on a lim
n→∞

∑n−1
k=0 v

2
k = 2v0.

La série de terme général v2k est donc convergente de somme
∑∞

k=0 v
2
k = 2v0 = 2. .
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Exercice 2

1.

a) On a A2 =

 1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1

 et A3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

.

b) Un vecteur de R3,X =

xy
z

 appartient à ker(f) si,et seulement si , A.X = A.

xy
z

 =

0
0
0

.

donc Xεker(f)⇔


2x+ y + 2z = 0

−x− y − z = 0

−x − z = 0

⇔


l1 : 2x+ y + 2z = 0

l3 : −x − z = 0

l3 − l2 : y = 0

⇔


l1 : z = −x
l2 : z = −x
l3 : y = 0

⇔

xy
z

 =

 x
0
−x

 = x.

 1
0
−1

.

Par conséquent , ker(f) est le sous espace vectoriel de R3engendré par le vecteur a =

 1
0
−1

.

De plus a 6= 0,donc {a}est une base de ker(f) ,et dim(ker(f) = 1.
Avec le théorème du rang , on obtient dim(Im(f)) = dim(R3)− dim(ker(f) = 3− 1 = 2.
De plus on sait que Im(f) = vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = vect(f(e1), f(e2)) car f(e2) = f(e3).

Etant évident (non ?) que les vecteurs b = f(e1) =

 2
−1
−1

 et c = f(e3) =

 1
−1
0

 forment une

famille libre de 2 vecteurs de Im(f) ,ils constituent donc une base de Im(f).
On peut d’ailleurs remarquer que 2 parmi les 3 dernières phrases suffiraient pour pourvoir
conclure ,mais un peu de cours ne nuira pas et cela nous fait au moins 6 solutions possibles
pour répondre à la question ... sans compter qu’ on aurait pu d’abord déterminer Im(f) et
remarquer ensuite que e1 − e3 ε ker(f).

c) On sait d’après le cours que Im(f 2) = vect(f 2(e1), f
2(e2), f

2(e3)),

or f 2(e1) = f 2(e2) = f 2(e3) =

 1
0
−1

, donc Im(f 2) = vect(

 1
0
−1

).

Et on a donc bien Im(f 2) = ker(f) = vect(

 1
0
−1

).

2. Dans un cadre plus général : (on raisonnera avec g ou avec sa matrice A , puisque leurs valeurs
propres sont les mêmes).

a) De façon classique : si λest une valeur propre de A associée à un vecteur non nul X de R3,alors
AX = λX et ,par récurrence AnX = λnX ,pour tout n ε N.
On a donc A3X = λ3X et puisque A3 = 0, λ3X = 0 .Comme X 6= 0 ,on obtient λ3 = 0 et donc
λ = 0.
En utilisant davantage le cours : comme A3 = 0,le polynôme X3est un polynôme annulateur de
A et donc si λ est une valeur propre de A,alors λ est racine du polynôme X3.Par suite λ = 0.

b) Si 0 n’était pas une valeur propre de A, la matrice A serait inversible et A3 aussi (en tant que
produit de matrice inversibles ), ce qui est impossible puisque A3 = 0.
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c) Si g était diagonalisable , sa matrice dans une base de vecteurs propres serait nulle puisque 0
est la seule valeur propre de g. On aurait donc g=0 , ce qui contredit l’hypothèse g2 6= 0.

3. .

a) g2 n’étant pas l’endomorphisme nul ; il existe un vecteur de u de R3 tel que g2(u) 6= 0.
En effet : g2 = 0⇔ pour tout u de R3 , g2(u) = 0.

b) On montre que d’abord la famille (u, g(u), g2(u)) est libre :

Si x,y et z sont 3 réels tels que xu+yg(u)+zg2(u) = 0 alors 0 = g2(xu+yg(u)+zg2(u)) = xg2(u)
(car 0 = g3 = g4) or g2(u) 6= 0 donc x = 0.
On a donc yg(u) + zg2(u) = 0 et on démontre que y = 0 de la même façon en composant par g
et ensuite que z = 0.

Cette famille est donc libre. Comme de plus elle est de cardinal 3 dans R3, c’est une base de
R3.

c) Les 3 relations :
g(u) = 0u+1g(u)+0g2(u) ; g(g(u)) = 0u+0g(u)+1g2(u) et g(g2(u)) = 0 = 0u+0g(u)+0g2(u)
fournissent les 3 colonnes de la matrices de g dans la base B’.

On a donc N =

0 0 0
1 0 0
0 1 0


d) Comme au 1) : on sait que en posant e1 = u, e2 = g(u) et e3 = g2(u) ,alors (e1, e2, e3) = B′

est une base de R3 et donc Im(g) = vect(g(e1), g(e2), g(e3)) = vect(g(u), g2(u), g3(u)) =
vect(g(u), g2(u)) car g3(u) = 0.
Comme la famille (g(u), g2(u)) est extraite de la base B’,elle est libre et c’est donc une base de
Im(g) .On a donc dim(Im(g)) = 2.
Avec le théorème du rang , on obtient dim(ker(g)) = dim(R3)− dim(Im(g)) = 3− 2 = 1.
Et comme le vecteur g2(u) est non nul et appartient à ker(g) (car g3(u) = 0), g2(u) constitue
à lui seul une base de ker(g).
En utilisant encore la même base B’ et le même théorème ,on a Im(g2) = vect(g2(e1), g

2(e2), g
2(e3)) =

vect(g2(u), g3(u), g4(u)) donc Im(g2) = vect(g2(u)) car g3(u) = g4(u) = 0.

On a bien démontré Im(g2) = ker(g) = vect(g2(u))

Exercice 3

Puisque l’expérience consiste à faire des tirages successifs de boules blanches et noires, donnons-nous les
notations habituelles :
pour i entier naturel non nul on note Bi (resp. Ni) l’événement ”on obtient une boule blanche (resp. noire)
au ie tirage”.

1. Dans cette question n vaut 1.

a) X1(Ω) = {0; 2}, P (X1 = 0) = P (B1) =
1

4
et P (X1 = 2) = P (N1) =

3

4
.

b) X2(Ω) = {1; 3} (énumérer les cas possibles à partir des valeurs de X1...).
La formule des probabilités totales avec le système complet d’événements {(X1 = 0), (X1 = 2)}
donne :
P (X2 = 1) = P (X1 = 0)P(X1=0)(X2 = 1) + P (X1 = 2)P(X1=2)(X2 = 1)

= P (X1 = 0)P(X1=0)(N2) + P (X1 = 2)P(X1=2)(B2)

=
1

4
× 1 +

3

4
× 2

6
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(sachant (X1 = 2), pour la deuxième épreuve, l’urne contient 2 boules blanches et 4 noires).

Donc, P (X2 = 1) =
1

2
.

De même : P (X2 = 3) =
1

4
× 0 +

3

4
× 4

6
=

1

2
.

(Rmq : on vérifie P (X2 = 1) + P (X2 = 3) = 1).

c) tirage := random(4) ;
if tirage = 0 then X1:= 0

else X1:= 2 ;

if X1=0 then X2:=1
else begin tirage:=random(6) ;
if tirage <=1 then X2:=1

else X2:=3 ;
end ;

Write(X1,X2) ;

2. Pour j entier naturel, nous lirons Ej :”les tirages s’arrêtent au bout d’un temps fini lorsque l’urne
est dans l’état j initialement”.
Soit n un entier naturel non nul. {B1, N1} est un système complet d’événements, la formule des
probabilités totales donne alors :
en = P (En) = P (B1)PB1(En) + P (N1)PN1(En)

=
n

2n+ 2
P (En−1) +

n+ 2

2n+ 2
P (En+1)

Donc, ∀n ∈ N∗, en =
n

2n+ 2
en−1 +

n+ 2

2n+ 2
en+1

3. Pour pouvoir mener une récurrence sereinement, il serait préférable que la relation précédente soit
transformée pour exprimer en+1 en fonction de en et de en−1... un calcul simple donne : ∀n ∈ N∗,
en+1 =

2n+ 2

n+ 2
en −

n

n+ 2
en−1.

a) Démontrons par récurrence sur n que : ∀n ∈ N, en ≥ en+1.
initialisation :
On a e0 = 1, comme e1 est une probabilité, on a : e1 ≤ 1 = e0.
La propriété est vraie au premier rang .
Hérédité : Soit n un entier naturel non nul tel que en−1 ≥ en.

On a en+1 − en =
2n+ 2

n+ 2
en −

n

n+ 2
en−1 − en

Ce qui donne en+1 − en =
n

n+ 2
(en − en−1).

L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure que : en+1 − en ≤ 0
La propriété est donc héréditaire .
Conclusion : par récurrence sur n on a démontré : ∀n ∈ N, en ≥ en+1.

b) La suite (en)n∈N est décroissante (question précédente) et minorée (par 0 en tant que probabilité)
donc elle converge.

4. a) Soit n ∈ N∗,
un+1 = (n+ 2)en+1 = (2n+ 2)en − nen−1 = 2(n+ 1)en − nen−1 = 2un − un−1.
Donc ∀n ∈ N∗, un+1 = 2un − un−1 .

b) La suite (un) est récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est : r2 = 2r − 1.
r2 = 2r − 1⇔ r2 − 2r + 1 = 0⇔ (r − 1)2 = 0⇔ r = 1
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Soit alors deux réels λ et µ tels que : ∀n ∈ N, un = (λ+ µn)× 1n.
En particulier : u0 = e0 = λ et u1 = 2e1 = λ+ µ.
Ces conditions donnent : λ = 1 et µ = 2e1 − 1.

Donc : ∀n ∈ N, un = 1 + (2e1 − 1)n

c) Soit n ∈ N, en =
un
n+ 1

=
1

n+ 1
+ (2e1 − 1)

n

n+ 1
, d’où le résultat demandé.

en tend vers 0 quand n tend vers +∞ et, avec l’expression précédente, en tend vers 2e1 − 1

quand n tend vers +∞, par unicité de la limite on a donc 2e1 − 1 = 0 donc e1 =
1

2

et finalement : ∀n ∈ N, en =
1

n+ 1

Problème

1. Soit f la fonction définie par : ∀x ∈ R, f(x) = 1− |x| si x ∈ [−1; 1] et f(x) = 0 sinon.

a) f est continue donc intégrable sur [0, 1] et :∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

1− |x|dx =

∫ 1

0

1− xdx = [x− x2/2]10 = 1/2.

f est paire sur [−1, 1] donc

∫ 0

−1
f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx = 1/2.

b) • f est continue par morceaux sur R.
• f est positive sur R.

• f est nulle en dehors de [−1; 1] donc

∫ +∞

−∞
f(x)dx converge et

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ 1

−1
f(x)dx =

2

∫ 1

0

f(x)dx = 1.

Donc f est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire de densité f .

2. a) x 7→ xf(x) est continue par morceaux sur R et nulle en dehors de [−1, 1] donc

∫ +∞

−∞
xf(x)dx

converge et X a une espérance.

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 1

−1
xf(x)dx = 0 car x 7→ xf(x) est impaire sur [−1, 1].

E(X)=0

b) x 7→ x2f(x) est continue par morceaux sur R et nulle en dehors de [−1, 1] donc

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx

converge et X a un moment d’ordre 2 et donc une variance.

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ 1

−1
x2(1− |x|)dx = 2

∫ 1

0

x2(1− x)dx = [x3/3− x4/4]10 = 1/12

Donc V (X) = E(X2)− E(X)2 = 1/12

3. Soit FX la fonction de répartition de X. Soit x un réel.

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt
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Si x < −1 : FX(x) =

∫ x

−∞
0dt = 0

Si −1 ≤ x ≤ 0 : FX(x) = 0 +

∫ x

−1
1 + tdt = [t+ t2/2]x−1 = x+ x2/2 + 1/2

Si 0 ≤ x ≤ 1 : FX(x) = 0 +

∫ 0

−1
f(t)dt+

∫ x

0

1− tdt = 1/2 + [t− t2/2]x0 = 1/2 + x− x2/2

Si x > 1 : FX(x) = 0 +

∫ 1

−1
f(t)dt+

∫ x

1

f(t)dt = 0 + 1 + 0 = 1.

4. On pose Y = |X|, on note FY la fonction de répartition de Y .

a) Soit x < 0, FY (x) = P (Y ≤ x) = P (|X| ≤ x) = 0. Donc ∀x < 0, FY (x) = 0.

b) ∀x ≥ 0, FY (x) = P (|X| ≤ x) = P (−x ≤ X ≤ x) = FX(x)− FX(−x).

c) • FY est une fonction continue sur R (fonction constante sur ]−∞; , 0[, composée de fonctions
continues sur [0,+∞[, on vérifie aisément que la limite en 0− de FY est égale à FY (0)).
• FY est une fonction de classe C1 sauf peut-être en 0.
Donc Y est une variable à densité.
Une densité de Y est donnée par : ∀x, g(x) = F ′Y (x) là où FY est dérivable.
Pour x < 0 : g(x) = 0
Pour x ≥ 0 : g(x) = f(x) + f(−x).

Pour 0 ≤ x ≤ 1 : g(x) = 1− |x|+ 1− | − x| = 2(1− x).
Pour x > 1 : g(x) = 0.

Donc ∀x ∈ R, g(x) = 2(1− x) si x ∈ [0, 1] et g(x) = 0 sinon.

d) g, densité de f , est nulle en dehors d’un segment. Comme pour X, cela permet d’assurer l’exis-
tence de l’espérance et de la variance de Y .

E(Y ) =

∫ 1

0

xg(x)dx = 2[x2/2− x3/3]10 = 1/3

E(Y 2) =

∫ 1

0

x2g(x)dx = 2[x3/3−x4/4]10 = 1/6 donc V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = 1/6− 1/9 = 1/18

5. a) Soit x ∈ R, FI(x) = 1− P (I > x) = 1− P (U > x)P (V > x) car U et V sont indépendantes.
Donc FI(x) = 1− (1− P (U ≤ x))(1− P (V ≤ x)).
U et V suivent chacune la loi uniforme sur [0, 1] donc :
Si x < 0 : FI(x) = 0.
Si 0 ≤ x ≤ 1 : FI(x) = 1− (1− x)2 = 2x− x2.
Si x > 1 : FI(x) = 1.

b) FI est une fonction continue sur R (on vérifiera aisément la continuité en 0 et en 1) et de classe
C1 sur R sauf peut-être en 0 et en 1. Donc I est une variable aléatoire à densité.
En dérivant FI là où elle est dérivable, on observe de g est une densité de I.
Donc I suit la même loi que Y .

6. Soit n ≥ 2, soient X1,...,Xn des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur
[0, 1], soit In = min(X1, ...Xn). Notons Fn la fonction de répartition de In.
Soit xR, Fn(x) = 1− P (In > x) = 1− P (

⋂n
i=1(Xi > x)).

Les variables aléatoires Xi pour 1 ≤ i ≤ n sont indépendantes, donc :

Fn(x) = 1−
n∏
i=1

P (Xi > x) = 1−
n∏
i=1

(1− P (Xi ≤ x))

Les variables aléatoires Xi pour 1 ≤ i ≤ n suivent la loi uniforme sur [0, 1], donc :

Si x < 0 : Fn(x) = 0Si 0 ≤ x ≤ 1 : Fn(x) = 1− (1− x)nSi x > 1 : Fn(x) = 1.
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Quand n tend vers +∞, Fn(x) tend vers 0 si x < 1 et vers 1 si x ≥ 1.
Or, la fonction F définie par : F (x) = 0 si x < 1 et F (x) = 1 si x ≥ 1 est la fonction de répartition
d’une variable aléatoire constante, égale à 1.
Donc la suite (In)n≥1 converge en loi vers une variable aléatoire constante égale à 1 (presque-
sûrement).

7. La partie à compléter du programme est :
u := random ; v := random ;
if (u < v) then y := u else y := v ;
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