Corrigé EML Eco 2006 par Pierre veuilez

Exercice 1

On considére les trois matrices de My (R) suivantes :

()= (59)v=(53)

1. a) Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur sa diagonale :0 et 1.

b) Comme on a deux valeurs propres distinctes, il suffit d’avoir deux vecteurs propres pour
avoir une base :

A < (1) ) = 0 donc (1,0) est vecteur propre associé a 0.

A < ! ) = < 1 ) donc (1, 1) est vecteur propre associé a (1,1)

1
Donc ((1,0),(1,1)) est une base de vecteurs propres
et avec P = (é 1 ) onaA=PDP

On note E I'ensemble des matrices carrées M d’ordre 2 telles que : AM = M D

2. a) E est inclus dans M, (R)
0€ Ecar AO=0=0D
Soient M et N de F et a et [ réels alors
A(aM + N) = aAN + BAM = aND + M D = (aM + SN) D
Donc (aM + N) € E

Conclusion : | E est un sous espace vectoriel de Mj (R)

t

(=2t (0 y
OnaAM(Z t)etMD(() t>

Donc M appartient & E si et seulement si {

b) Soit M = ( ﬁ Y ) une matrice de Ms (R)

z2=0 y=1
z2=0 t=t1

Conclusion : ’Donc M appartient & E si et seulement si z =0 et y = t‘

c¢) on parametre alors les solutions :

E_{( i)/z—Oety—t}—{(g i)“””}‘““(((ﬁ 8)’<8 1»

Donc E = Vect (U, A)
qui est donc génératrice de E et qui est libre donc

Conclusion : | (U, A) est une base de E.

0
0 0

Conclusion : ’U A n’est pas élément de E

d) OnaUA-(

) qui ne vérifie pas la seconde équation "y =t” car 0 # 1

3. On note f: My (R) — My (R) Papplication définie , pour tout M € My (R), par :
F(M)=AM — MD.




a) Pour tout M € My (R) on a f (M) € My (R)
Soient M et N de My (R) et « et [ réels alors

f(aM +pBN) = A(aM+ BN)— (aM + BN)D
= aAN + BAM —aND + SMD
a(AM—MD)+B(AN — ND)
of (M) + 5f (V)

Conclusion : | f est un endomorphisme de Mj (R)

b) M eker(f) <= AM — MD =0 <= M € E
Conclusion : |ker f = E et dim (ker f) = 2| puisque (U, A) en est une base.

c) D’apres le théoréme du rang on a alors dim (Im (f)) =4 —2 =2
Conclusion : |dim (Im (f)) =2

d) soith(QZ“" ‘g)alorsf(M):(z z)_(g ‘?)Z(i t6y>

_ z=x y=t—y z=xz y=20
etf(M>_M<:>{z:Z f—0 @{0:0 F— 0

Donc I’ensemble de ces matrice est ) = { ( i 8 > Jz € R}

Comme E; # {0} alors 1 est valeur propre de f.

A o m—a y——tty r=0 0=0
De méme et f (M) = M‘:’{Z:_z =0 ‘:){zzo t=0

Donc I'ensemble de ces matrices est £_1 = {< 8 g ) Jy € ]R} # {0}

Donc —1 est valeur propre de f.
e) Les sous espaces propres de f sont de dimension

e 2 pour la valeur propre 0

e 1 pour la valeur propre 1 (famille génératrice < 8 ) qui est donc une base)

1

e 1 pour la valeur propre —1 (base(( 8 (1] ))

Comme 2+ 1+ 1 =4 alors
Conclusion : ’ f est diagonalisable‘

000 O
. 000 O
f) Dans une base de vecteurs propres B la matrice de f sera 001 0
000 —1
0 0 0 0
0 0° 0 0
3
et celle de f* sera donc 0 0 13 0
0 0 0 (-1)°

Donc matg (f?) = matg (f)
Conclusion : ’fOfOfIf‘




Exercice 2
On note F' : R? — R I'application définie pour tout (z,y) € R? par :
Fz,y)=(x—-1)(y—2)(z+y—0)

1. a) F estde classe C? sur R

P = w-2aty-0+6-1-2)
= (y—2)2z+y—17)

@0 = @-DEry-0+ -2
= (x—=1)(z+2y—28)

(x,y) est un point critique si et seulement si ces deux dérivées premiéres s’annulent

N.B. On ne demande pas les point critique, mais juste de vérifier que les points donnés
en sont.

o en (4,2) on a2 (z,y) =0et %—Z(w,y) =0

e en(2,3)ona: 2 (z,y)=0et %(w,y)zo

Conclusion : | (4,2) et (2,3) sont des points critiques de F\

b) Sur Pouvert R? on vérifie les conditions d’extremum local :
F est de classe C? et
0*F
r= oY) =21-2)
0*F
= — = (2 —7 —2
S = gpon WY = Crry =D+ y-2)
= 2x+2y—9
O*F
t = a_yg(x7y):2(‘r—1>

Doncen (4,2):7=0,s=3,t=6¢etrt —s*=-9 <0

Conclusion : | F n’a pas d’extremum local au point (4, 2)
c) Et de méme en (2,3) :

r=2 s=17t=2doncrt—s>=4—-1>0

Conclusion : | F' a un extremum local au point (4, 2) | et comme r > 0, ¢’est un minimum
local.

2. On note ¢ : R — R P'application définie, pour tout x € R, par :
o (x)=x(x—2)(2z —5)
a) Vo € [4;400],onaz>4doncr—2>2et2r>8et 22 —5>3

Donc (produit d’inégalités a termes positifs) (x —2) (22 —5) > 6 > 4

b) Donc si x > 4, en multipliant I'inégalité précédente par z > 0 : x (x — 2) (20 —5) > 6 > 4x
et comme 4x > 16 > 4,

Conclusion : "v’x € [4;+o00[, ¢(z)>4xet p(x)e [4,+oo.[‘




3. On considére la suite réelle (u,),, oy définie par vy = 4 et :

a)

b)

Vn €N, uyp1 = F (14 up,uy)

Ona F(1+x,x) = ¢ (x) pour tout x réel.

Conclusion : |Vn € N : w11 = ¢ (uy,)

On procede alors par récurrence :
o uy=4>4

e Soit n € N tel que u,, > 4" alors
comme U, >4 on a U, 1 = ¢ (u,) > du, > 447 = 4n+2

Conclusion : |¥n € N : u,, > 47+1

1 - 1 1
On a donc 0 < a < =) et comme la série Z =) est convergente (car |1| < 1) par

n>0
majoration de termes positifs,

. . 1
Conclusion : |la série E — converge également.
n>0 "

Pour cela, on calcule u, et n jusqu’a ce que u,, > 10'° (qui s’écrit 1E10 en PASCAL )
program suite;
var u:real;n:integer;
begin
u:=4;n:=0;
repeat
u:=ux(u-2)*(2%xu-3) ;
n:=n+1;
until u > =1E10
writeln(n);

end.

4. On note g : [4,+00[ — R l'application définie, pour tout x € [4;+oo[, par :

a)

g est continue sur [4, +oo[ (car z (x —2) (2x —5) #0 )

+o0o
donc / g (x) dz est impropre en +o0.
4

10 - 10
x(x—2) (2 —5) _2x3(1—%) (1—3)

2x

g(z) =

~ — quand z — +00
x

+oo
Comme l'intégrale de Riemann / — dx converge puisque 3 > 1 et par comparaison de
PR

fonctions positives,

Conclusion :

+oo
lintégrale / g (x) dx converge.
4



b) On réécrit les deux expressions sous la méme forme factorisée :

a b c ~a(r—2)(2r—5)+bx (22 —5) +cr(z - 2)
s 7—2 w—5 z(z—2) (22 —5)
10a + (—9a — 5b — 2¢) x + (2a + 2b + ¢) 22
x(x—2) (2 —5)
10 + 0z + 0z°
z(x —2)(2z —5)

g(x) =

Et on détermine a, b et ¢ tels que : (c’est une condition suffisante)

10a = 10 a=1 a=1

—9a—-5b—2c=0 << 5b+2c=—-9 Ly—2L3 <— < b=-5

20 +2b+c¢=0 2b+c= -2 c=28
Conclusion : ’a =1:b= —-5:c¢= 8 conviennent.

c¢) On a alors

M M1 o =5 8
de = - d
/4 9(x) du /4 x+x—2+2x—5 v

= [In(z) + —5In(z —2) +4In (22 — 5]}
= In(M)—=5In(M —2)+4In(2M —5)
—In(4)+5In(2) —41n(3)

dont il reste a déterminer la limte quand M — +oo :

In(M)—=5In(M —2)+4In(2M —5)

= (M) -5 [M (1—%)] o [QM (1_%)]

(1 =5+ 4)In(M)+4In(2) + -5 <1—%> +4ln (1—%)

— 4In(2) =41n(2)

Donc u
/4 g(z) dr — 7ln(2) —41n (3)

+oo
Conclusion : / g(z) de="T7In(2) —41In(3)
4

Exercice 3
Partie A

1. Soit U une variable aléatoire a densité suivant une loi normale d’espérance nulle et de variance
1

2

1 ,%(t—_m

2
a) Une densité de U est f: f(t) = e +) avec 0 = \/g et m = 0 donc

oV 2T

Conclusion : |une densité de U est f: f(t) =

—t2

1
V¢




b) Comme E (U) =0 alors E (U?) =V (U)
Donc U? a une espérance.

+o0o
b (UQ) :/ t2f (t) dt et par parité,/

—00 — 00

+oo

2 _ +002 _i +Oo2—t2
tf(t)dt—Z/O tf(t)dt—ﬁ/o 2e dt

Donc [," t?e~"dt =V (U) g = \/TE

VT
1

+oo 2 oo 2
Conclusion : / z2e™* dx est convergente et / e " dr =
0 0

Ve <0, F(z)=0
Ve>0, F(z)=1—e"

2

Soit F' la fonction définie sur R par : {

2. On vérifie les critéres pour étre fonction de répartition de variable aléatoire & densité :

e [ est continue sur |—o0, 0] et sur |0, +-00|
En 0" :F(z) =1 —e* — 0= F(0) donc F est continue en 0" donc sur R

e F est de classe C' sur R*
OF’(x):{ 0 siz<0

2re ™ six >0
e lim_ FF=1lim_, 0 =0 et enfin
o lim,oo F=limy ool —e* =1

> (0 et continue en 0 donc F' est croissante sur R

Conclusion : ’F est une fonction de répartition de variable & densité

0 siz <0

lusion : densité est f: f (t) =
Conclusion : |une densité est f : f (t) {21:6‘"”2 <70

3. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.

a) On étudie la convergence de fjozo t f(t)dt qui est impropre en 00

o [° tf()dt=["_0=0
o [FXtf(t)dt= [F2%edt =2 [ 2 dx = T (car on connait déja la conver-
gence de celle 13)

Conclusion : | X admet une espérance E (X) et que E (X) = \/T%

b) On résout :
e siy < 0 alors (X2 < y) est impossible et P (X2 <) =0

alors
Pﬁﬂgy%—F%@)—Fﬂwﬁ)W%—y@<0
P(X*<y)=F(yy)=1-¢€"

c¢) Comme la fonction de répartition G' de X? est continue sur R (y compris en 0) et C* sur
R* alors X? est a densité et a pour densité

, 0 sit<0

Conclusion : |Donc X2 —¢(1): E(X?) =1




Comme X et X? ont une espérance alors X a une variance et V (X) = E (X?) — E (X)?

Conclusion : |V (X) =1— %

Partie B

1. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre p.
Ainsi, pour tout k € N*, P(Z=Fk)=p(1 —p)k_1
1 1-—
OnaFE(Z)=-etV(Z)= —~
p p

2. Soient un entier n supérieur ou égal & 2, et n variables aléatoires indépendantes 7, Zs, ...,
Zn, suivant toutes le loi géométrique de parametre p.

on considere la variable aléatoire M,, = — (Z1 + Zo + -+ + Z,) .
n

a) OnaE(Mn):%ZE(Zi):nﬁp:%
i=1

Et comme les (Z;) sont indépendantes,

V(MH)Z%ZV(Zi): 1

s
np?

1 1—pl
Conclusion : |m = - :0,, = e
b n o p

b) Comme les (Z;) sont indépendantes suivant une méme loi ayant une espérance et une
variance

alors la moyenne centrée réduite converge en loi vers la loi normale centrée réduite :

On n—-+o00

P(O§M§1> L (1) - B(0) — /Olgp(t)dt

Conclusion : | lim P(0< M, —m <o, =

n—-+00

9~
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