Corrigé EML Eco 2010 par Pierre Veuillez

Exercice 1

Partie I : Un endomorphisme de l’espace vectoriel des matrices symé-

triques d’ordre 2

(o 3) 7= 0) o= (1 0) 7= 1)

— On note Sy 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre 2.

0 2 1 0\ /0 2 00
Comasara= (02 (10 (22 (0 9)
0 2\ /0 1 0 2 0 4
10a= (D) (0D (0 2) (0 &)= am
0 2\ /0 0\ /0 2 4 6
ama= (02 (00 (22 (2 ) ar oo

. Les matrices symétriques d’ordre 2 sont celles du type (CbL

— On note A =

réels.

ZC)) = aF + bG + cH avec a,b,c

donc Sy = Vect (F, G, H) est une sous espace vectoriel de M (R)

(F,G, H) en est une famille génératrice.

SiaF +bG +cH =0 alors a = b = ¢ = 0 donc cette famille est libre.

Conclusion :

(F,G, H) est une base de Sy et donc dim (Sy) = 3

On note u application qui a toute matrice S de Sy associe la matrice u (S) = ASA

3. a) On réexploite I'idée du 2. :

a b

. 0 2 b\ (0 2
SomS:(b C>ES2 alorsu(S):(2 3> (Z c) <2 3

qui est bien symétrique.
VS € SQ, U(S) €S,

u est donc une application de S, dans S,
et pour S, T € S, et z,y € R :

Conclusion :

B 4c 4b + 6¢
~ \4b+ 6¢c 4a + 12b+ 9c

u(xS+yl)=A(xS+yT)A
=xASA+yATA
— v (8) + yu(T)

Conclusion : ’u est une endomorphisme de Sg‘
On remarque que AFA = 4H = 0F + 0G + 4H donc u (F) a pour coordonnées (0,0, 4)
dans la base (F,G, H)

De méme AGA =4G + 12H et AHA =4F +6G +9H
0

0
4

Donc la matrice de u dans la base B =(F,G,H) est | 0
4

Conclusion : bien calibré

—_

= M (rassurant)

O O =~

2
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Partie Il : réduction d’une matrice carrée d’ordre 3

100 0 0 4 -4 0 0
Onnote =0 1 0), M=|0 4 6|, D=0 1 0
00 1 4 12 9 0 0 16
1. Soit (z,y,2) € R3
x dr +42 =0 x:—z
(M+4l) | v | =0« 8y+62=0 = y=-3
z dr + 12y + 132 =0 0z=0

(0,0,0) n’est pas la seule solution donc —4 est valeur propre et le sous espace associé est
Vect (—1,—32,1)

x —r+42=0 r =4z
M-y | =0« 3y+62=0 = y=-2z
z dr + 12y 4+ 82 =10 0z=0

donc 1 est valeur propre et le sous espace associé est Vect (4, —2, 1)
T —16x +42=0 x:;llz

(M—16)| vy | =0 —12y+62=0 <+ =22
z dr + 12y — 72 =0 0z =

donc 16 est valeur propre et le sous espace associé est Vect (}1, é, 1)

Comme M est une matrice d’ordre 3 qui posséde 2 valeurs propres distinctes

Conclusion : ’M est donc diagonalisable

2. —4 (—1, —%, 1) = (4,3,—4) est associé a —4
(4,—2,1) est associé a 1
4(3,3,1) = (1,2,4) est associé¢ a 16
La juxtaposition de ces 3 vecteurs propres ((4,3,—4),(4,—2,1),(1,2,4)) associé aux 3 valeurs
propres forme donc une base de vecteurs propres.

4 4 1
EtavecP=| 3 -2 2| onaM = PDP!
-4 1 4
00 O -5 0 0 —20 0 O
3.0OnaD+4I=|0 5 0 ]|,D—-1= 0 0 O ]etD-—16I= 0 =17 0
0 0 20 0 0 15 0 0 0
Donc (D +41)(D —1)(D —161)=0

4. On développe

(D+41)(D—1)(D —16I) = (D*+3D —41) (D — 161)
= D? —13D* — 52D + 641
=0

Donc D? = 13D? + 52D — 641 et PD3P~' = P (13D* 4 52D — 641) P~
Conclusion : | M3 = 13M? + 52M — 161 |

5. L’application linéaire associé¢e a M dans la base (F, G, H) est u?
Celle associée & 13M? + 52M — 161 est 13u? + 52u — 16e et comme ces deux matrices sont
égales, les applications linéaires associées le sont aussi.

Conclusion : |u® = 13u? + 52u — 16‘

Bilan : trouver la bonne base demande de la finesse.
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Exercice 2

1. On note f définie pour tout x réel par , f () =z — In (1 + 2?)et C sa courbe représentative.

Partie I : Etude et tracé de C

1. a) Comme 1+ 2% > 0 pour tout x réel, f est dérivable sur R

2z _1+x2—2x_(1:—1)2>0
I1+22 1422 1422

fz)=1
sur R*

b) Donc f est strictement croissante sur R.

c) [ est dérivable sur R et (en partant de I’expression développée)

1 2 _9p2 1— 22
f”(m):—2+x—2x=— —x2
(15 2) (15 22)

2. En —oco: f(z) =2 —In(1+ 2% — +o00
En +o0:
f(z)=2—1n(1+2%)
In(z) In(1+1/2?%)
r x

=z (1—-2

— +00
3. A partir de cette factorisation
flx) = 2ln () n(l+1/27)
r x x
et f(x)—1lr=—In(1+2?) — —oc0
Conclusion : ’Il y a une branche parabolique de direction y = x en +o00 ‘

en +oo :

— 1

En —oo0:
f(z) _q_ In (1 + 2?) . In (2% (1+ 1/2?))
9 _21n(x—x) ~In(1 —;1/%2)
9 _21n(_—a;x) _In(1 —;1/:102)
— 1

car In (X) =0 (X) quand X = —z — +oof
Donc f(z)/r —let f(z) —2=—In(1+2%) — —o0
Conclusion : ’Il y a une branche parabolique de direction y = x en +o00

2
4. Comme f est deux fois dérivable, f” (z) = 2x——12 on a donc
(1+ 22)
x —00 -1 1 +00
z?—1 + 0 - 0 +
7 (2) Y 0 - 0 + et
/' (z) / N/

Conclusion : |C a deux points d’inflexion en (—1,—1 —In(2)) et en (1,1 —1n (2))
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5. I convient de reporter les points d’inflexion avec leurs tangentes de pente : f'(—1) = 2 et
f(1)=0
Le point d’abscisse 0 n’était pas dans I’étude, mais demandé. (0,0) et pente f'(0) = 1/2

6. On a

/Olmf(x)dx:/le(x—ln(1+x2))dx
_/Ola:de—/leln(l—i-xQ)dx

On utilise le changement de variable t = 1+2? auxbornes : 2 =0 <=t =letx =1 <=t =2
Le sens simple z = /t — 1 du changement de variable (I’ancienne en fonction de la nouvelle)
n’est pas dérivable en t = 1

Donc directement : dt = 2xdx

1 1 1 1 2 21
/ zln (1 + x2) dr = / Qdex = / 1 (t)dt
0 0 2 1 2

:—[tln(t)—tﬁ:%[21n(2)—2+1]

Donc

1
Conclusion : / zf (z)dr = g —In(2)
0

Partie II : Etude d’une suite et d’une série associée a f
u=1etVneN, u,p1 = f(uy)

l.Onapourtout r €R: f(z) —x=—-In(1+2%) <Ocar 1 +2*>>1
En particulier, f (u,) < u,

Conclusion : |la suite (uy), .y est décroissante

(Comme f est croissante sur R, une démonstration par récurrence fonctionne trés bien)

2. On prouve que pour tout n € N:u, > 0:
Soit n € N tel que u,, > 0 alors f (u,) > f(0) = 0 donc u,,1 > 0 et par récurrence

Conclusion : ’pour tout n € N: u,, > 0‘

La suite u est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une limite ¢ > 0
f est continue sur R donc en ¢ qui est donc un point fixe. Et f (£) = ¢
Or f(z)=z<=In(l+2*)=0<=1’=0<=2=0

Conclusion : ’1a suite converge vers 0‘

3. On calcul les valeurs de u,, et de n jusqu’a ce que u,, soit inférieur & 1073
var u :real; n :integer;
begin
u :=1;n :=0;
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repeat

u :=u-ln(l+u*u) ;

n :=n+1;
until u<=1E-3;
writeln(n) ;

end.

4. a) On étudie la différence g (z) = f (z) — z + 32*

g est dérivable sur [0, 1] et

21 r(2?—1)
/ _ -\ =/
g (@)= 1—|—:1:2+x 241
x 0 1
g(x)|0 — 0 |et donc g (x) <0 et
g(x) [0 N —

Conclusion : |Vz € [0,1] : f (z) <z — a?

b) On Papplique avec u,,, mais il faut au préalable vérifier I'hypothése
Comme ug = 1 et que la suite est décroissante minorée par 0 alors, pour tout n € N : u,, €
[0,1] :
Donc

1
U1 = f () < up — 5@&2

Conclusion : |pour tout n € N : u2 < 2 (u, — tp1)

c) La série Y u? étant a termes positifs, on étudie la convergence de la série majorante :
N
D om0 Un — Upy1 = Uy — UN — Ugcal uy — 0
Donc la série ) U, — Un41 €st convergente et par majoration de termes positifs,

i - i 2
Conclusion : | La série ) -, u; converge

Bilan : brodé sur un schéma classique, il demande d’étre autonome.

Parti ITI Etude dune fonction de deux variables réelles associée a f

F(z,y)=fx+y) — f(z)— f(y)

1. Comme (z,y) — z + y est C! a valeurs dans R et que f est C! sur R alors F est C' sur R?
comme composée et somme de fonctions C*

(Z_i($>y)=f'($+y)—f’(az)
(?9_5(33>y)=f'(x+y)—f’(y)
2. Ona,pourtouthR:f’(x):1_1_2'_22 donc
2x - 2y
f’(q;):f/<y> 1+$2_1—|—y2
{f’(x+y)=f’(:c) =1 2@ty 2w

1+(x+y)2 C14a?
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1+y?) =9y(1 2
{ v 4y) =yl +27) et 1a, pour la premiere ligne, il faut se dire que si

(z+y)(1+a?) =z (1+ (z+y)°)
x =y, on a une solution, et donc chercher a factoriser par (z — y)
r+ay?—y—yr’=(r—y)(1-=2y) =0
{ (r+y)1+22) =z (1+ (z+y)%)
Donc ou bien

T =1y T =1y . ﬁﬁ)
{2y(1+y2):y(1+4y2) = { y(1—22) =0 dont les solutions sont (0,0), (2, 5
o (0.9
ou bien y # 0 et

r=1/y
2
1 1) _1 1 :
<§+y><1+y—2>5<1+<§+y)).(E)
avec
1 1 /1
(E)<:>—3+—+y:—<—2+y2+3>
Y Y \¥
3
===
y v

qui n’a pas de solutions.

Conclusion : | Les solutions sont (0,0), (\/75, ‘/75) et (—‘/757 —?)

oF
(x, y) est un point critique < { 3_% (%g
Oy

f(x) = f' (v)
A { flz+y) = (z)

Conclusion : | Les points critiques de F' sont (0,0), (%5, g) et (—\/75, —g)

3. F est de classe C? sur Iouvert R?

2

" %(x»y) =f"(x+y) - f"(z)
2

= aaxgy (z,y) = f"(z +y)

2

t= %(m,y) =f"(z+y)— f"(y)

21
avec f" (x) = 2(19:_—%2)2

—en (0,0):r=0:5=-2:t=0doncrt —s* <0etiln’ya pas d’extremum local en (0,0)

2-1 i 1 1 2 2 2
—en<\/7§7§>:7“:2 5 — 2 : 2:2<—+—):—:tets:—
(1+2) (1+1) 9 9 3 9

4 . ..
donc 1t — 5% = 98l > (0 et F' a un extremum local en (*/75, ‘/75) qui est un minimum car
r >0
— Comme tous les termes sont au carré, on a le méme résultat en (—‘/75, —@)
F a un extremum local en (—?, —\/75) qui est un minimum.

Bilan : calculs infaisables pour les candidats, dans le temps imparti
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Exercice 3

Partie I
1. X) G (p) done X1 (Q) = N* et P (X1 = k) = ¢*1p et B (Xy) = ]19 ot V (Xy) = 1%
2. (A=0)=(X; =Xy) = U5 (X = kN X, = k) (incompatibles) donc
+00
P(X;=Xp) =) P(X;=k)P (X, =k)indépendants
k=1

+oo

= Z P Vp? réindexé h =k — 1
k=1
“+o0o
:pQZq% avec ‘qZ‘ <1
h=0
p? p?

1—¢> (1-q)(1+9q)

Conclusion : |P (X; = X,) = L
1+g¢q
3. Soit n € N*
a) (X1 —Xo=n) =, (Xo =kNX; =n+ k) avec comme contraintes k € N* et n+k € N*
soit
+o0o
(X;1—Xo=n) = U(ngkﬂXl =n+ k) donc
k=1

+o00
P(Xi—Xp=n)=)» P(Xo=kP(Xi=n+k)
k=1
b) Somme que l'on calcule :

+oo +oo
P(X;—Xy=n)=> ¢ p"™*p=pq" ) %
k=1 k=1

1
1—¢?
2.n

P’q _ g
1-¢)(1+q) 1+g¢

= p’q" car ‘q2| <1

n

Or |X; — Xy =n <= X; — Xos =nouX; — Xy = —n (incompatibles)

avec X1 — X9 = —n <= X3 — X; = n qui, par symétrie des roles de X; et X5, aura donc
la méme probabilité

Finalement P (| X; — X3| =n) =P (X; — Xo=n)+P(X; — Xy = —n)

Pq"
1+gq

Conclusion : |P (A =n) =2

4. a) Lasérie ) nP (A =n) est a termes positifs donc I’absolue convergence équivaut a la
convergence simple.
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Conclusion : |Donc A a une espérance et E (A) = 2

b) On a :
E (X1 — X)?)

E (X7 —2X1X, + X73)
E (X7) —2E(X1X5) + E (X3) indépendantes
B (X?) — 2B (X,) B (X5) + E (X2)

et comme X; et X5 ont mémes lois, elles ont méme espérance
donc
E((X; - X2)2) =2[E(X}) - E(X))]

de plus A? = | X; — X5|* = (X} — X5)? donc A? a une espérance et E (A?) = 2V (X;)

A a donc une variance et

V(a)= B (aY) - B(A)

2 2
q q q q
2;‘(21—q2) BRI T T
p*(1+q)
(1+q)°-2¢ q1+2q+q2—2q
P2 (1+q) P2 (1+q)?
1—|—q2
= q—
P2 (1+q)°

1—|—q2

Conclusion : |V (A) = 2¢———
P*(1+4q)°

5. événement

A= [mln (Xl,XQ> + X3 > max (XI; XQ)]
= [Xg > max (Xl,X2> — min (Xl,XQ)]

Si X1 Z X2 alors max (Xl,XQ) — min (Xl,Xg) = X1 - X2 = ‘Xl — X2| =A
et si X1 < X2 alors max (Xl,XQ) — min (Xl,Xg) = X2 — X1 = ‘Xl — X2| =A
Conclusion : |Finalement A = [X35 > A

6. a) On décompose : [X3 > A] = [J/% (A = kN X3 > k) incompatibles donc
P (X5 > A) ZP P(X;>k)

car A défini a partir de X; et X5 est indépendant de X3
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b) Avec, pour tout k € N: P (X3 > k) = ¢* (on n’a que des échecs jusqu’a k)

on a donc
+oo
P(A)=P(A=0)P(X3>0)+> P(A=kP(X;>k)
k=1
__P N~ Pd ¢
I4+q = 1+4¢
» p +o0o L
+ (7°)
1+¢q L+4q+—
b 2 2
_—1+q{ + 2q T 21 car |q‘<1
op [1-¢+2¢
1+4g 1—¢?
_ 1+
(1+q)*

Bilan : calculs trés lourds et largement répétitifs, basé sur les mémes décompositions

Partie II
X =G etY —e(N)et X etY indépendantes.
- [ 0 siz<0 1 1
1. Une densité de Y est f (z) = { P E(Y)= X et V() = v

Y
2. On définit Z7 = —
n défini e

a) (X = k), cn- est un systéme complet d’événements donc
400 Y
(Z >t) ZP(X kN5 _t)
k=1
+oo
:ZP(X:kﬂthk) car k>0
k=1
+oo
= Z P(X =k)P (Y > tk) indépendance
k=1

b) Or P (Y >t) = e pour tout t > 0 donc, pour tout ¢ € [0, +00]

I
SIESR RS

I
|
L)
™
—_
|
Q)
>
~
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—At

Conclusion : |P(Z > t) = %

pe—)\t

——5sit>0
1—qge -

c¢) la fonction G de répartition de Z est donc donnée par G (t) = 1 —

Erreur : merci a Sebastien Guffroy.

OnaG(t)=P(Z<t)=1-P(Z >t) alors que c’est P (Z > t) qui a été calculée.... Et
ce n’est qu'une fois que 'on sait que Z est a densité que 'on peut affirmer I’égalité de ces
deux probabiltés.

OrP (X =kNY =tk) =P (X =k)P (Y = tk) = 0 donc (probabilités totales) P (Z = t) =
Oet P(Z>t)=P(Z >1t)

Et comme P (Y <0)=0alors P(Z <0)=0et G(t) =0sit <0

La fonction G est donc continue sur |—o0, 0] et sur [0, +o00[ (quotient de fonctions continues
car 1 — ge M #£0)
Ent<0:G(t)=0—0et G(O):l—li:0d0ncGestcontinueen0*
—4q
Donc G est continue sur R
Elle est de plus C* sur R*

Conclusion : | Z est a densité ]|

Pour ¢t > 0:
GI (t) _ _p_)\e—)\t (1 - qe—/\t) - /\qe—/\te—At
(1—ge)?
_ )\6_)\t 1 _ qef)\t _|__ qeiAt
(1— ge)?
T e
(1—ge)?
0 sit<O0
Une densité de Z est g (t) = G' (t) = Ae Mp (>0
(L—qe )7~

Bilan : revient a de grands classiques
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