Lyon 2013 voie E

EXERCICE 1

Partie I- Calcul d’une intégrale dépendant d’un parametre

1. Vt €]0;1], g(t) = ¢t1nt donc g est continue sur ]0; 1] en tant que produit de fonctions continues sur |0; 1].
Continuité en 0 : tlirr(l)t Int =0 donc tlirr(l)g(t) = 0 = ¢(0) donc g est continue en 0.
— —
Conclusion : Ainsi, g est continue sur [0; 1].
2. Soit z €]0; 1]. Posons :

w(t) = —Int w(t) = —

2 L wetvsontde classe C' sur [z; 1] donc a 'aide d’une intégration par parties :

v(t)z; v(t) =t
1 2 1 1 2 271 2 2
t t x t T 1 =z
t)dt = |—— Int Zdt =21 L B T
Jratose= ]« [ 3] =5meei
3. O, li le + Lot ] donc 1 (t)dt converge et 1 (t)dt L
O lim—he+ - ——=- v S
750 2 414 1 A seet ), 7 1

Partie II- Exemple de densité

1. e f est continue sur |1; +oo[ en tant que fontion nulle.
o f est continue sur | — oco; 0] en tant que fonction nulle et sur |0; 1] en tant que somme de fonctions
continues.
EnO: lim f(t) = lim —¢Int+¢'/3 =0 = lim f(¢). Ainsi f est continue en 0.
t—0+ t—0+ t—0—

[ est donc continue sur | — co; 1[.
e Continuitéen 1: lim —¢Int 4 ¢'/3 = 1et lim f(¢) = 0 donc f n’est pas continue en 1.
t—1— t—1—

+oo 1 1 1
2. / f)dt = / f)dt = / g(t)dt + / t1/3dt (d’apres Chasles car les deux intégrales en présence
0 0 0

— 00

sont convergentes).

“+oo 1 3 1
Ainsi,/ fHdt ==+ [t‘*/ﬂ 1.
4 4 o

3. o f est continue sur R sauf en 1.
o Vt R, f(t) > 0.
“+oo

. /m F()dt =1

Conclusion : f est une densité de probabilité.

— 00

4. (a) f estde classe C? sur ]0;1[ en tant que somme de fonctions de classe C? sur |0; 1[. Et V¢ €]0; 1],

1 1 2
flt)y=—Int —1+ §t_2/3 et f(t) = -5 §t—5/3

(b) Vt €]0;1[, f”(t) < 0 donc f’ est strictement décroissante sur |0; 1[. f" est donc continue et strictement
2
décroissante sur ]0; 1] donc elle réalise une bijection de ]0; 1[ sur f’ (]0;1[) =] — 3 +o0[. Or, 0 €

2
|- 3’ +oo[ donc I'équation f/(t) = 0 admet une unique solution « sur ]0;1[.

1 1 1/1\ 723 171\
D’autre part, f’ (e> = —lng -1+ 3 <e) =3 <e> > 0= f'(a).



o1 y . L
Ainsi, — < « car f’ est strictement décroissante.
e

1
(&

(c) program EML2013;
var a,b,c:real;
function f (x:real) :real;
begin
fi= -x * 1ln(x) +exp( ) /3)
end;
BEGIN
a:=exp(-1);
b:=1;
repeat
begin
c:=(at+b)/2;
if f(c) < 0 then b:=c else a:=c;
until (b—a) < exp(—3*ln(10));
write ((a+b)/2)
END;
Partie III- Calcul d’une fonction de répartition

1. Soit z €]0;1],

1 1 1 2 2 1 2
_ 1sg & 1oz P3| 20y L 2 3
/I f)de /x g(t)dt-l—/w t*/°dt 5 lnx—|—4 1 + [4 =3 nx+4 1 +4

1 2 2
3
donc / f)dt =1+ %lnx — % + Zx4/3

2. Vz e R, F(z / f()
e Premier cas : si r < 0
alors F'(z) = / f(@®)dt = 0.

— 00
e Deuxiéme cas : siz €]0; 1]

F(x):/fdt/fdt+/fdt/fdt/fdt/f
= 1—ff :——lnx+%+4x4/3
e Troisiemecas:siz > 1
/ ftdt = /f
si x<0
Conclusion : F(z) = 77111 +Z+Zz/ si O0<ax<l1
1 si z>1

3. Graphique:



Partie III- Etude d’extremum local pour une fonction de deux variables réelles

1
1. On trace les droites d’équationy =1 —z etz = 3 et ’ensemble D est I'ensemble ouvert de couleur :

0% (@)= Fila+u) - F22)
Soit (z,y) € D,on alors, z + y €]0; 1] et 2z €]0; 1| donc g&
ETy(x’y) =f'z+y)

Soit (z,y) € D. (x,y) est un point critique de G si et seulement si

oG

—-(z,y)=0 flz+y)—f(22) =0 f'(2z) =0
iﬁ,y)o ‘:’{f'<x+y>—o ‘:’{

Y

Or d’apres la question I1.4.b., f’ s’annule en un seul point o donc (z, y) est un point critique de G si et seulement

«
s 22 = « ng

rt+y=« y=—
2

Conclusion : G admet (%7 %) pour unique point critique.

G est de classe C? sur D qui est un ouvert; calculons les dérivées partielles secondes de G :
() = e+ ) — 27 (20

(:ayg )=

920y (z,y) = @(m, y) = f"(z + y)d’apres Schwarz car f est de classeC?

Ainsi, d’apres les notations de Monge au point (%, %) :

2 a
o= g (5.5) = @) 24"(@) = ~ ")
82G [e7Ne? "
82G "
8x8y(x’y) = ["(a)

Ainsi, rotg — s2 = —f"(a)? — f"(a)? = =2f"(a)? < 0.
Ainsi, G n"admet pas d’extremum local en 3 5).



EXERCICE 2

1. A est une matrice symétrique donc elle est diagonalisable.

2. Xest valeur propre de A ssi A — Al est non inversible. Or

- 0 0 2 2 0 0 =X 20 0 -
0 —-Xx 1 0 0 1 =X 0 01 =X 0
A=M=10 1 % oo =x 1 o] |oo1-x o0
2 0 0 =X -2 0 0 2 0 0 0 4 —\?
Ainsi, \ est valeur propre de A si et seulementsi 1 — A2 =0ou4d — \? = 0.
Ainsi, [ Sp(A)={1, —1,2, -2} \
oSiA=1

—a+2d=0=0 a=0 (1)
AX = X < —b+c=0 = d=0 donc E; =Vect 1
3d=0 b=c 0

oSiA=-1
a+2d=0 a=0 0
AX = X <— b+c=0 <+ d=0 donc F_; =Vect
3d=0 =

o SiA=2

—2a+2d=0 b=0
AX =2X — -2b+c=0 < ¢c=0 donc Ey =Vect
-3b=0 a=d

_ o O =

o Si\=-2

3b=0

2a+2d =0 b=0 (1)
AX = 2X «— 2b+c=0 <— c= donc F_» =Vect 0
a =

-1
-2 0 00 1 0 01
4k .nh_| 0 -1 00 10 1 10 o1
3. D’apres les résultats précédents, si D = O 0 1 0 et P = 0 -1 1 0 alors A= PDP~".
0 0 0 2 -1 0 01
10 0 -1
Ifo 1 -1 0
N -1 _ -
Apres calculs, P~ = 5101 1 o0
10 0 1

4. ¢« Cy C M4(R).
e (4 # () (la matrice nulle appartienta Cn).
e Soient M et N deux éléments de C4.
AM+ N) =AM + AN =MA+ NA=(M+ N)Adonc M + N € Ca.
e Soit M e Cypet A €R,
AAM) = ANAM) = A(MA) = (AM)A donc AM € Cy4.
Conclusion : C4 est un sous-espace vectoriel de My (R).

5. Soit M € My(R) et N = P~1MP.
M e Cy <= AM = MA < (PDP ') (PNP™') = (PNP Y (PDP~!) <= PDNP~ ' = PNDP ' et
en multipliant a gauche par P~! et a droite par P on obtient :
MeCyp<+= DN=ND <= N € Cp.

a d

6. Soit N =

S S o
O T o

e h
i l
m p



—2a —2b —2¢ —-2d —2a —-b ¢ 2d
- —e —f —-g -h —2e —f g 2h
NeCp <= ND=DN <= ; j i I 9 - ko
2m  2n 20 2p —2m -n o 2p
< b=c=d=e=g=h=i=j=l=m=n=0=0
a 0 0 O
- {0 f 0 O
Ainsi, N € Cp <= N = 00 & ol
00 0 p
a 0 0 O
. ). lo s o0 .
Ainsi,|Cp = { N = 00 k 0 ,a, f, k,p,réels
0 0 0 p
a 0 0 O
, R . 1 1 0O f 0 O N
. D’apres la question5, M € Cy <= P MP € Cy <= P~'MP = 00 k 0 ou a, f, k,p sont des
0 0 0 p
réels.
a 0 0 0 a+p 0 0 —a+p
- _ 0O f 0 O -1 _1 0 f+k —f+k 0
Ainsi M e Cy <= M =P 00 k 0O P <:>M—2 0 Sfdk fak 0
0 0 0 p —a+p 0 0 a+p
a 0 0 b
. _ 0 ¢c d 0
Conclusion : | Cy = 0 d c 0
b 0 0 a
1 0 0O 0 0 0 1 0 0 00O 0 00O
.. 0 0 0 O 0 0 0 O 01 0 0 0 0 1 0
- Adnsi, Ca =Vecto {50 o[ fo 0 0 of[o o1 ol o1 00
0 0 0 1 1 0 00 00 00 0 00O
1 0 00 00 0 1 0 0 0O 0 0 0O
La famille 0000 0000 0 100 00 10 est une famille généra-
0 00 O0Of”{0O O O OJ’f0O O 1 0’0 1 0 O
0 0 0 1 1 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
trice de C'4 et elle est clairement libre donc c’est une base de C4 et| dim(C4)=4 |



EXERCICE 3

Partie I

1. Soiti € [1;n]. X; compte le nombre de succes lors de la répétition de k épreuves de Bernoulli identiques
1 1
et indépendantes de probabilité de succes —. Ainsi, X; — B (k;, n) .
n

Xi(Q) = [1,k] etVj € [, k], P(X; = j) = (5) (1>j (1 - 1>M.

o= faven-f(a D

2. Considérons X; et X; aveci # j .
P(X; = kN X, = k) = 0 car on ne peut pas tirer k fois la boule i et k fois la boule j au cours de k tirages.
Ainsi, X; et X; ne sont pas indépendantes.
Conclusion : Les variables X, ..., X, ne sont pas indépendantes.
3. Soit (i, j) € [1;n]* tel que i # j.
(@) X; + X; compte le nombre de succes (apparition de la boule i ou de la boule j) lors de la répétition

2
de k épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de probabilité de succes e
2
Ail’lSi, X + Xj — B (k, ) .
n
2

2k

(b) Ona: V(X; + X;) = V(X;) + V(X;) + 2cov(X;, X;).

.. 1 1 [ 2k 2 2k 1 —k
k
Conclusion : | cov(X;, X;) = —— |
n

Partie IT

1. o Z1(Q2) = {1} donc Z; est la variable aléatoire certaine égale a 1. (on ne peut obtenir qu'une couleur en
1 tirage!!). Donc E(Z;) = L.
o Z5(2) = {1;2}. Notons B; ; 'événement "la boule i est tirée au tirage j".
(Z2 = 1) signifie qu’on a tiré le méme numeéro lors des deux tirages;

1
P(Zy =1) = P(B1,1NB1,2)+P(B2,1NBa2)+...+P (B, 1NBy 2) = n—; car les tirages sont indépendants.
’ ’ n
1
Ainsi, P(Z; =1) = —.
n

Puis, P(Zo =2) =1 -P(Zy=1)=1— —.
n

1 1 1
Ansin E(Zo) = 1.P(Zy = 1)+ 2P(Zy =2) = — + 2 (1 - > =2 -
n n n

2. Soit k un entier supérieur ou égal a 1.

(a) o (Zr = 1) signifie qu’on a tiré le méme numéro lors des k tirages; en reprenant les notations pré-

cédentes :

k k-1
1 1
P(Zk = 1) :P(Bmﬂ...ﬁBLk)—i—...—i—P(Bn’lﬂ...ﬂBn’k) =nN. (n) = (n> .

o (Zy) = k signifie qu'un numéro différent a été tiré a chaque tirage.

IDyan(n—1)(n—2)...n—(k—1)) =

événements qui correspondent a une telle série

(n—k)!
1
de tirage. Et chacun de ces évenements a une probabilité —- de se produire.
nk
L n! 1
A1n51, P(Z}c = ki) = mm



(b) o Soit ¢ € [2,n]. (Zr = i)1<i<k est un systéme complet d’événements donc d’apres la formule des

probabilités totales,
k

P(Zpy1=14) = ZP(Zkzi)(Zk+l =O)P(Zy =i).

i=1
Or, Piz,—i)(Zxy1 = £) = 0sii # Loui # £ — 1 pour qu'il y ait £ numéros distincts au k + 1-eme
tirage il faut qu’il y en ait £ ou £ — 1 disctincts au k-eme tirage :

P(Zry1=10) = Pz—0)(Zrs1 = f)P;(Zk =0)+Pz=-1)(Zky1 = OP(Zp =L - 1)
- 1
= 7P(Zk:4)+7n * P(Z,=0-1)
n n

car

o Si Zj, = ( est réalisé, pour que Zj 1 = /¢ soit réalisé, il faut tirer au k + 1-eme tirage un des ¢

14
numéros déja tirés : ainsi, Pz, —y)(Zx11 = 1) = —.

o Si Z), = ¢ — 1 est réalisé, pour que Z;y; = ¢ soit réalisé, il faut tirer au k + 1-eme tirage un des
n—~+1

n — (¢ — 1) numéros non tirés : ainsi, P(Zk:Z)(Zk+1 =/) =
n

1
0Si ¢ =1,laformule donne, P(Zy41 = 1) = EP(Zk = 1) ce qui correspond bien au résultat du a).

() Ona Zx(Q) C [1;n] et Zk+1(Q) C [1;n] donc:

E(Zs1) = D (P(Zp =10)
(=0
= Z( (f;P(Zk =0)+ H_TMP(ZI@ ={— 1))
=1

- zn: <52p(zk - 4)) n izLMP(Zk =(—1)carP(Z, =0) =0

= \" 1= "

- i Coiz =0 +n§('+1)”’jp(z —j

= P2 = > U+ 1)—=P(Z =)
=1 j=1

= Z(nP(ZkZJ)>+ZJ - (Ze=0)+) —P(Zk=1])
Jj=1 j=1 =1

le terme en j = n des deux sommes est nul

_ ¥ (Le-0)+ S Pz =) - ) (Lr-n)+ g "I p(z, = j)

j=1 j=1 j=1

= Y iP(Zi= )+ Y P(Zi=13) = Y LP(Z = j)
j=1 j j=1

)

(1 - i) E(Z) + 1

-1
Conclusion : | E(Zy41) = & E(Zg) + 11|
3. (a) Soitk >1;
n—1 n—1 n n—1
V41 = E(Zk+1) -_n = E(Zk) +1—n= <E(Zk) + (1 - n)n — 1) = (E(Zk) — n)

n—1

n—1 .. . s .
donc vy = vy, Ainsi, la suite (vg)r>1 est géométrique de raison

n—1

k—1
(b) Donc, pour tout entier k supérieur ou égalal: v, = < > vietvu=E(Z1)—-n=1-n.

n—1\"" 1—-n\"
Donc,vk:< - ) (1—n):—n< - )

k
1
Ainsi, E(Zk):vk—f—n:n(l—(n ) ) .
n

Partie III




3.

D’apres la question II. 2. a., P(Z, = 1) =

— Initialisation: k = 1, P(Z; = 2) = 0 d’apresII.1. et6471 =0.P(Z,=2)=6——
est vérifiée pour k = 1.

Conclusion:| P(Z;, =2) =6

1 k—1

4

P(Z, > 5) = 0 puisqu’il n'y a ici que 4 boules, donc pas plus de 4 numéros distincts...

On raisonne par récurrence en utilisant la partie II question 2.b.

21 —2 2k _ 9
. Ainsi, la relation

— Hérédité : Supposons qu'il existe k € [1,4] tel que P(Z =2) = 6——
D’apres la question, II. 2.b.,
2 3
P(Zk+1 = 2) = ZP(ZIC = 2) + ZP<Z}€ = 1)

k—1
2P -2 3 /1 .
= HW +1 < 4) d’apres I'hypothese de récurrence et la question 1.

2k+1 _ 4 12

4k+1 + 4k+1
2k+1 -9

Ak+1
2k _ 9
4k

= 6

(@) P(Zy < 3) =P(A1UAUA3UA,). Les événements A; ne sont pas disjoints donc on utilise la formule

du crible :

P(Zr <3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + P(A4) — P(A1 N Az) — P(A1 N A3) — P(A1 N Ag)

—P(AQ n A3) — P(A2 n A4) — P(Ag, n A4) + P(A1 NAsN Ag) + P(A1 NAsN A4) + P(A1 NAsN A3)
+P(A2 N Ag N A4) — P(Al N A2 N A3 N A4) OI',

e P(A;) = P(Az) = P(43) = P(A4)

(] P(Al n AQ) P(Al N Ag) (Al n A4) = P(A2 N A3) = P(AQ n A4) = P(Ag N A4)
° P(A1 NAsN As) (A1 NAsN A4) = P(A1 NAsN Ag) = P(AQ NAsN A4)

e P(4; N AN AzN Ay) = 0 (il faut bien tirer un numéro ! !)

P(Zx < 3) = 4P(A1) — 6P(A1 N Ay) + 4P(A; N A5 N Ag) |

Dongc,

P(A;) = P(X; =0) = (i)k
P(A1NAs) = P(X1 + X3 = 0) = (;)k

1N E
P(A1NAsNA3)=P(Bs1iNBaaN...NByyg) = <4) (onn’a obtenu que la boule 4).

et o (2) o) (3
"8 - PZ<H-PZ-)-PZ -2

I
N
N TN

o P(Zk=4):1—P(Zk<3)21_4(i>’“+6(;>k_4<i)k



