Corrigé ESCP 2003 Eco par Pierre Veuillez
EXERCICE

Soit @, b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.

Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.

On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole
suivant:

e si la boule tirée est blanche, elle est remise dans I'urne ;

e si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans 'urne par une boule blanche prise dans une
réserve annexe.

Avant chaque tirage, I’'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (€2, 5,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note:

e B, I'événement "la n-iéme boule tirée est blanche";

e X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages;

e u, lespérance de la variable aléatoire X,,, c’est-a-dire u,, = E(X,,).

1. Etude d’un ensemble de suites
Soit A I’ensemble des suites (z,,),>1 de réels qui vérifient:

VneN" sz, =(s—1z,+b+n

N.B. cette suite n’est pas arithmético-géométrique car la "raison" additive dépend de n.

a) Soit « et B deux réels et (v,)n>1 la suite définie par:  Vn e N*, v, =an+ .
v appartient & A <= Vn € N*
s(a(n+1)+B)=(s—1) (an+p)+b+n<=nja—-1]+5-b+sa=0
alors quand n — 400, a = 1 sinon, la limite est infinie d’ott § =b — s
Réciproquement, si a = 1 et § = b — s I’égalité est vérifiée.

Conclusion : | La seule solution est « = 1 et § = b — s pour que la suite (v,,),>1 appartienne a A.

b) Soit (x,)n>1 une suite appartenant a A, (v,,),>1 la suite déterminée a la question précédente
et (Yn)n>1 la suite définie par: Vn € N*,  y, =z, — v, .
On a pour tout n non nul:

Yn+1 = Tp4+1 — Up+l
1
= g((s—l)asn—l—b—}—n—[(s—l)vn—i—b—l—n])
s—1
= S (@n — vn)

. , L. . S — .
Conclusion : |y est géométrique de raison et de premier terme y; =1 —v1 =211 —1—b+s

Corrigée ECSCP 2003 Page 1/ 12



s—1 n—1
Donc pour tout entier n : y,, = ( ) yp et
S

Tp = Ynp+ Un

1 n—1
= (S ) (11 —1—=b+s)+n+b—s
s

2. Expression de la probabilité P(B, ;) a ’aide de u,

a) Lors du premier tirage, il y a a boules noires et b boules blanches équiprobables.
Donc P (By) = a;ib =5
Et comme (X; =1)=Bjalors P(X; =1) =Y et u; = E(X;) = L.

b) (Bi, N1) est un systéme complet d’événements donc

P(By) = Ppg, (Bs) P (B1)+ Py, (B2) P (Ny)

bb b+1la
= —— 4 —
SsS s S
>+ (b+1)(s—0)
b+ (b+1)(s—0)
s—0b+bs
1=t bl
n S N S

Conclusion : |P (Bs) = ‘bH;m

c¢) Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.

N.B. on se rend compte a la question suivante de I'importance de cette condition.
C’est elle qui permettra le tirage de £k boules blanches et de n — k£ boules noires si

k€ [[0,n]].

Pour tout entier k de U'intervalle [0, n|, quand X,, = k, en n tirages, on a obtenu k boules
blanches et donc n — k boules noires avec n — k < a.

Celles ci ont été remplacées par des blanches.

L’urne contient donc a — n + k£ boules noires et b + n — k£ boules blanches équiprobables.

b+n—k

Conclusion : |Px_; (B,41) =

Comme X, (©2) = [[0,n]] alors (X,, = k)¢, est un systéme complet d’événements, donc

P(Bnt1) = Z Px—k (Bny1) P (X0 = k)

dans lequel on fait apparaitre u, = E (X,,) = > ,_, kP (X,, = k)
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P(Bun) = > 2 p(x, = k)

k=0 5
1| n
= 3 Z(b+n)P(Xn =k) —ZkP(Xn:k)
k=0 k=0
1
= ;[b—i-n—E(Xn)]
car ) ;o P (Xp) =1
b - Un
Conclusion : |P (B,41) = #

d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.

e Sike[0n—a—1]alorsk<n—a—letn—Fk>a+1,
I'événement [X,, = k] est "obtenir n — k" boules noires.
Ceci est impossible, car les boules noires ne sont pas remises.
Donc [X, = k] =0
e Si k est un entier de l'intervalle [n — a,n|, alors n —a <k <net0<n-—k<a.
Donc si X,, =k, il y a la encore dans 'urne b + n — k blanches et a — n + k noires.

, b+n—k
Dot Px,— (Bpy1) = ——

En n tirages, on obtient au maximum n boules blanches et a boules noires.
Donc au minimum, n — a boules blanches.

Avec cette fois X, (2) = [[n — a, n]] on obtient :

p (BTH—I) = Z PXn:k (Bn—l-l) p (Xn = k)
k=n—k
1 n n

= - (b+n)P (X, =k) =Y kP (X, =k)
k=0 k=0
1
b+n—u,

Conclusion : |Pour tout n € N*: P (B,,41) =

S

3. Calcul des nombres u, et P(B,)

a) Soit n un entier naturel non nul.

Comme le nombre de boule blanches obtenues augmente au plus de 1 & chaque tirage alors

(Xnt1=k) = [Xps1=knX, =k U[X,11 =kNX,=k—1] incompatibles
P(Xni1=k) = Px,— (Xot1 =k)P(Xy =k) + Px,op1 (Xnp1 = k)P (X, =k — 1)
= Px,=k (Ney1) P(Xo = k) + Px, =1 (Br) P (X = b — 1)
Pour tout entier k£ de l'intervalle [[n + 1 — a,n]|, les événements X, = ket X,, = k — 1
sont possibles et le conditionnement nous donne la composition de 'urne :

e quand X,, = k, on a obtenu n — k boules noires (0 < n—k < a—1) et I'urne contient
a — n + k boules noires.
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e quand X,, = k— 1, on a obtenu n — k + 1 boules noires (1 <n—k+1 < a) et 'urne

contient b+ n — k + 1 blanches.
d’ou :
P (Xppr = k) = #P(Xn:kwwp(xnzk—n

e Pour £ =n + 1 la décomposition précédente reste valable avec I’événement (X, = k)
impossible donc la probabilité conditionnelle n’est plus définie.
Mais comme P (X,, = k) = 0, la formule précédente reste valable.

e Pourk=n—aonan—(k—1)=a+1 et 'événement (X, = k — 1) qui est "obtenir
a + 1" boules noires est impossible.
Mais 1a encore, P (X,, = k — 1) = 0 et la formule reste valable.

e pour tout entier k de 'intervalle [1,n —a —1]Jonak <n—a—1letn+1—k >a+2
donc (X, 41 = k) impossible.
On a également n — k > a + 1 donc (X,, = k) impossible et n — (k —1) > 2 donc
(X, = k — 1) impossible.
L’égalité est encore vraie, tout étant nul.

Conclusion : | La formule est vraie pour tout & € [[0,n + 1]]

b) En ajoutant éventuellement des termes nuls, on a
n+1

Unp1 = E(Xop) =Y kP (Xpp = k)
k=0

n+1
- — k41
_ Z’f{a n+kP(Xn:k)+b+n k+ P(Xn:k_l)}
o S S
1

— Zn:k(a—n—l—k*)P(Xn:k)—i—O—i-Zn:(k—i-l)(b—i—n—k)P(Xn:k‘)—i-O

[0 K2 (X, = k) + (a—n) Xy kP (X, = k)

= L IS P (X = k) (bt 1) Y KP (X, = k)
LB n) X P (Xa = k)
_ %[(a+b—1)un+b+n]

et avec a + b = s, on retrouve

Conclusion : |8 upt1 = (s = 1) u, +b+net (u,),5, €A

c) D’apres la résolution faite on a alors

~1 n—1
Uy, = (SS ) (up—1—=b+s)+n+b—s

n—1
= (3_1> (é—l—b+s>+n+b—s
S S

b+n—u,

s—1\""" /b
b+n— -—1—-b+s)—n—b+s
s s
n—1
s s s
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et comme

P (Bn-i-l) =




-1 n—1
d) Comme i < 1 alors ( i > — 0 et

S

S

Conclusion : |u, — +o0o et P(B,) — 1 quand n — +00

PROBLEME

Dans tout le probléme, on désigne par C ’espace vectoriel des applications continues de R dans R.
A toute application f de C, on associe 'application D(f) de R dans R définie par:

Ve eR, D(f)(x) = flz+1) - f(x)

Les parties A, B et C sont indépendantes.

Question préliminaire:

Pour toute fonction f continue sur R la fonction x — f (2 + 1) est elle méme continue sur R.
Donc D est une application de C dans C.

Pour tout f et gdeCet aet 5 € R on a

D(af +pBg)(x) = (af+8g)(x+1)— (af + Bg) (z)
= a(f(r+1) = f(@)+B(gz+1-g(x)))
aD (f)(z) +BD (g) (v)

Conclusion : ’D est est un endomorphisme de C ‘
Partie A : Image par D d’une fonction de répartition

1. Soit F' une application continue sur R

Pour étre fonction de répartition de variable a densité elle doit de plus vérifier

e étre de classe C! sauf en un nombre fini de points
e étre croissante sur R

e lim_F=0etlm_,F=1
2. Soit F' une application de C qui est une fonction de répartition et g ’application D(F).

a) Comme F est croissante et © + 1 > z alors F'(z+ 1) > F (z) et g (z) > 0 pour tout z
réel;

b) Conclusion : ’g est positive sur R ‘

¢) Comme F est croissante sur R, pour tout t <t <x+1lona F(z) < F(t) < F(x+1)
Et comme les bornes sont en ordre croissant, (inégalité de la moyenne ou intégration de

z+1
Pinégalité) F(z) (z + 1 — z) < / F(t) di < Fle+1) (z +1—2).
et F(z) < [T F(t) dt < F(z +1)
Comme lim, , o, F'(z 4+ 1) =lim, ,_ F (z) = 0, on a alors

Conclusion : |lim,_,_ f;“ F(t)dt =0 et lim, o ff“ F(t)dt=1
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B
d) Soit A et B deux réels vérifiant A < 0 < B et I(A, B) l'intégrale: I(A, B) = / g(t)dt.
A
Par changement de variablet =z — 1 on a :

/Bg(t) dt = /BF(t—l—l) dt—/BF(t) dt

A ABl g
_ /AJ F () dx—/A F(t) dt
_ /;F(t) dt+/BB+1F(t) dt
_ /BBHF(t) dt—/AAHF(t) dt

e) g est positive, continue sur R et limp_, ;o0 ff g(t) dt =1 donc [T g(t) dt =1
A——o00

Conclusion : | g est une densité de probabilité. ‘

3. Un exemple
On suppose, dans cette question, que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire
qui suit la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1] et on pose: g = D(F).

Ona F(z)=0siz<0; F(z)=xzsize[0,1]et F(z)=1siz>1

Donc
esiz>lalorsx+1>21let F(z+1)—F(z)=1-1=0
esi0<x<lalorsdépenddel <z +1ldonc F(z+1)—F(z)=1—=x

esi—1<z<Oalors0<z+1<ldonc F(x+1)—F(z)=x+1
e Enfin,siz < —lalorsz+1<0et F(x+1)—F(z)=0

0 six < —1
z+1 si —1<2<0
1—2 si0O<z<1

0 sil<zx

Conclusion : | g (z) =

Partie B : Recherche des valeurs propres de D

Si A est un réel, on dit que A est une valeur propre de D s’il existe une application f de C, distincte
de Papplication nulle, vérifiant:  D(f) = A f .

1. Soit a un réel. On note g, Papplication de C définie par: Vz € R, g,(z) = e**.
On a D (g,) (z) = 4@+ — a7 = ¢97 (¢¢ — 1) = (e* — 1) g, (x)

Conclusion : | D(g,)= (e — 1) go et €* — 1 est valeur propre de D

2. Pour A\ > —1,onrésout e —1=A<=a=In(A+1) (car A+1 > 0 ) donc A est valeur propre
associée au vecteur propre gn(x11)

Conclusion : ’tout réel \ strictement supérieur a —1 est une valeur propre de D. ‘
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ax

3. Soit a un réel. On note h, 'application de C définie par: Vo € R, h,(z) = sin(mz) e®.
On a D (h,) (z) = sin (z + 1) e+ —gin (1) €% = — (1 + ) sin (z) €™

Conclusion : | D (h,) = — (1 +e*) h, et — (1 + e”) est valeur propre

4. et pour tout A < —1,ona —A—1>0etaveca=In(—A—1) ona —(1+e*) = X est valeur
propre.

Conclusion : ’tout réel \ strictement inférieur & —1 est une valeur propre de D‘

5. Siréel —1 est valeur propre de D alors il existe f # 0 telle que f (x + 1) — f () = 1f (x) pour
tout x réel et donc f(z+1)=0et f =0

Absurde.

Conclusion : ’—1 n’est pas valeur propre de D‘

Partie C : Image par D d’une application polynomiale

Pour tout entier naturel p, on désigne par E, le sous-espace de C dont les éléments sont les applica-

tions polynomiales de degré au plus p.

On note X Dapplication = +— x et, pour tout entier naturel non nul k, on note X* I’application
k

x — "

Soit (H;)ien la suite d’applications polynomiales définie par:

i—1
R 1
Hy=1 et VieN, HZ»:EH(X—k)
k=0

1. On a
1 0
H, = ﬂH(X—k):X
k=0

1
1 X(xX-1) -X X2
H = —[[(x-k= = =
2 2!k:0( ) 2! 2 T3

2
1 X(X-1)x-2 Xx x* x3
Hy = — X —k)= = -4+ —
’ 3! I1 ) 3! 372 76
k=0
On montre que la famille est libre : soient «, 3, 7, § réels alors

si aHy + fHy +vHy 4+ 0Hs = 0 on a pour tout x réel («Hy + SHy + vHs + 6H3) (x) = 0 et en
particulier :

e pourz=0:a=0
eporz=1:a+5=0
epourx=2:a+20+v7=0
epourr=3:a+38+3y+d=0

d'ot o = f =+ =§ =0 et la famille est libre. (on a aussi une famille échelonnée)

Elle comporte 4 vecteurs de E3 (polynomes de degré < 4) et dim E3 = 4
Conclusion : | (Hy, Hy, Hy, H3) est une base de Ej
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2. Soit B3 = (1, X, X2, X3) la base canonique de Fj.

a) On développe pour obtenir leurs coordonnées dans Bs :
e Hy =1 coordonnées : (1,0,0,0)
e H; = X coordonnées (0,1,0,0)

e Hy= —% + X—2 coordonnées ( , ; ; )
o H; = % — XT + 2% coordonnées : (0 é ’71 %)
10 0 0
01 =t 1
Donc P = ? 3, | et on calcule 'inverse par résolution du systéme :
00 5 =
0 0 O %
x a ( x = r=a
y | | b y—3z+it=> y=s3z—3st+b=b+c+d
P 21 | c Tz—st=c — z=1+42c=6d+ 2c
t d \ st=d t = 6d
1000
01 11
-1 _
Donc P~" = 00 2 6
0 00®6

b) Soit ag, a1, as,: az des réels et Q I'application polynomiale ag + a1 X + asX? + a3 X3.
Donc les coordonnées de ) dans Bs sont (ag, a, as, as)

Qo Qo
, _ a a, + as +a
Les coordonnées de () dans Us sont (en colonne) P! Ll = ! S
Qo 2@2 + 6&3
as 60,3

En particulier pour X3, (a3 = 0 les autres nuls) ses coordonnées dans Us sont (0, 1,6,6)
donc X3 0H0+1H1+6H2+6H3

3. Application: moment d’ordre 3 d’une variable aléatoire de Poisson
Soit a un réel strictement positif et Z une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de
parametre a.

k3 k
a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on pose: S, = k('l .
k=0
Ona:
k3 ok
Sn = k!
k=0
B Z”: Hi(k) + 6 Ho(k) + 6 Hy(k)
- k! ¢
k=0
avec
Hy (k) 1k 1 )
—t = === E>1
Kl TR
Hy(k)  1k(k-1) 1 1 )
TR T Y TR
H; (k) lk(k-1)(k-2) 1 )
= — == k>3
Kl 3! k! 6(k—3) "=
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on a donc

- 1 "1 1 "1 1
S, = Z ak+62— ak—|—6Z— ak
EEDY — 9l Y
pet (k—1)! p 2 (k—2)! ~ 6 (k—3)!
n—1 n—2 1 n—3 1
= Z k‘ak“ +3 Z Hakﬁ + Z Ha"”?’ réindexé
k=0 k=0 k=0

—  ae” 4 3a%e” + a’e® quand n — +oo

TL3 n
Donc la série de terme général est convergente
+t© 3 n
) n°a
Conclusion : E = (a + 3a® + a3) e
n!
n=0

b) Z* a une espérance si la série > %0 kP (Z = k) est absolument convergente
(<= convergence simple car tout est positif)

+oo I gkea oo k:3
Z PP (Z=k) = Z k? = e 1 —a" qui converge
= a+3a*+ad®

Conclusion : |E (Z%) = a + 3a® + a®

4. Dans cette question, p est un entier naturel non nul fixé.

a) Si () appartient a E,, alors D (Q) = @ (X + 1) — @ est encore polynome de degré < p

donc D (Q) appartient aussi & E,.
On note alors D, I'endomorphisme de E, qui, a tout () de E,, associe D(Q).

b) Comme deg (Hjy) = k alors la famille U, = (Hy, Hy, ..., Hy) est formée de p vecteurs de

E, et est échelonnée donc libre.
Donc U, est une base de E,,.

c¢) Déterminer D,(Hy) =1(X +1)—1=0
D,H)=X(X+1)-X=X+1-X=1

et pour tout entier ¢ vérifiant 0 < ¢ < p, 1'égalité :

D,(H) = H;(X+1)—H,

i—1 i—1

1 1

= 5 (X—i—l—k)——' (X — k) réindexé h =%k — 1
it it
= =

= 5 pes (X —h) — ,H) (X — k) factorisé

_ %H(X—k;)[X—l—(X—iJrl)]

1—2

= X X — > 1
Z|1_[ k) Z_1)k0( k) car i >
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Conclusion : |donc pour ¢ > 1: D,(H;) = H

i—1

01 0
d) On a alors M, = 8 8 (1) avec une sur diagonale de 1 et nulle ailleurs.
0 0 0

e) Comme M, est triangulaire ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Conclusion : |la seule valeur propre de M, est 0
Si M, était diagonalisable, on aurait :M, = P-0- P~ =0

Conclusion : | M, n’est pas diagonalisable.

5. Application: moment d’ordre p d’une variable aléatoire de Poisson
Soit p un entier naturel non nul fixé et by, by, ..., b, les réels vérifiant

X? = byHy + by Hy + - - - + by H,

Comme précédemment, on transforme la somme partielle :

" kPak ~ (boHo + biHy + -+ - + b,H,) (k)
TR k! ¢
k=0 k=0
D n
b@‘ k L. , .

= Z E ————a" 40| réindexé h =k —1

: gl (k —1)!

=0 k=1

p n—t i

bl' a

B Z il 2 (k —1)!

=0 k=0

p
b
— Z ,—:ale“ quand n — +00
i!
i=0

et celle de FE (ZP) : dont Pabsolue convergence équivaut a la convergence simple puisque ses
termes sont positifs.

i WP (Z=k) — i e
k!
k=0 k=0
—a - kP k
= € HCL
k=0
P b
- 2 e
i=0
Conclusion : | ZP a une espérance et E (Z7) = Z ,—:al
il
i=0

6. Dans cette question, p est un entier naturel non nul et, pour tout entier ¢ vérifiant 0 < 7 < p,
on considére 'application ¢; de E, dans R qui, a tout élément () de E,, associe le réel :
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a) ¢ est bien définie a valeurs dans R.
Soient P et () de E, et o et 3 réels alors

pi(aP+pQ) = Y (1" (;) (aP + Q) (k)

= ay; (P) + By; (Q)

Conclusion : | ¢; € L (E,,R)

b) Soit i et j deux entiers vérifiant 0 < i < pet 0 < j < p;
On remarque que H; (k) = %Hf;t(k —h)=0sik € [[0,j — 1]] donc

pimy = S (Do

Sij>i:

i i
wti) = S0 ()
k=0
= 0 car k < j dans la somme
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Sij<i

k=0
A i in (INk(k=1)-(k—j+1)
;0+ > (1) (k) j!
: el k!
=D (i — k) j! (k — j)!

Z! Zik 1 1 2z 7 . A
ﬁ Z (—1) DRI complété en bindme

i! : ik 71— 7)! . , .
—)' Z (—1) t —(k)! (‘]7{)_ Al réindexé h =k — j

Conclusion : | p;(H;) =1 et si j #1,

%’(Hj) =0

c) Ona X? =0byHy+ b1Hy +---+ b,H, et o, linéaire donc

@ (XP) = Z bjp; (Hj)

p
= Z 0+ b;p; (H;) donc
J=0:571

by = %‘(Xp)

Conclusion : |on a donc bien b; = Z (=1)"* <Z) kP

k=0
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