Corrigé ESCP 2004 par Pierre Veuillez

EXERCICE

On désigne par E 'espace vectoriel R® et par B sa base canonique : B = (ey, €9, €3, €4, €5, €6) -

On pose B = (e1,e9,¢e3) et By = (€4, e5,¢6), et on désigne respectivement par E; et Fy les sous-
espaces vectoriels de F engendrés par By et Bs.

Enfin, A est la matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels suivante :

0
2

1. Soit u I’endomorphisme de F; dont la matrice dans la base B; est A.
Déterminer les valeurs propres de u ainsi qu’une base de vecteurs propres.

2. Soit f l'application linéaire de E; vers E, définie par :  f(e1) = eq, f(e2) = e5 et f(e3) = eg.
Montrer que f est un isomorphisme et déterminer la matrice de son isomorphisme réciproque
f~! relativement aux bases B, et B;.

3. a) Montrer que, si (z1,x2) est un élément de Fy x FE, vérifiant Pégalité z7 + xo = 0, les
vecteurs x; et x sont nuls.
b) En déduire que, si (z1,x2) et (yi1,y2) sont deux éléments de Fy x Fj vérifiant I’égalité

r1+ T2 =y + Yo, alorson a : xy = y; et xo = yo.

4. Pour tout vecteur = de E dont les coordonnées dans la base B sont (A1, A2, A3, Ag, A5, Ag), on
pose :

{ m=Aetdet Al by )+ f(e) 4 f ()

Ty = )\4€4+>\565+>\6€6
a) Prouver que l'application F' qui a tout vecteur x de E associe le vecteur F(z), est un
endomorphisme de F.
b) Déterminer le noyau de F' et en déduire que F' est un automorphisme.

¢) Montrer que la matrice M de F' dans la base B peut s’écrire sous la forme :

0 2 1 100
2 0 1 010
-2 2 -1 0 0 1
M= 10 0 000
0 1 0 000
0 01 000

5. On suppose, dans cette question, que p est une valeur propre de F' et que x est un vecteur propre
associé a p; on définit les vecteurs x; de F; et x5 de Fs comme dans la question précédente.

a) Justifier que la valeur propre p n’est pas nulle.

b) Utiliser les résultats de la question 3 pour prouver que les vecteurs z; et x5 sont tous les

1
deux non nuls et que x; est un vecteur propre de u associé a la valeur propre pu — —.
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6. Etudier la fonction ¢ définie sur R* par ¢(x) = x—— et en donner une représentation graphique.
x

7. On suppose, dans cette question, que A\ est une valeur propre de u et que x; est un vecteur
propre de u associé a .

1
a) Montrer que I’équation d’inconnue p suivante : A = u— — admet deux solutions distinctes

py €t flo.

b) Montrer que i, et p, sont des valeurs propres de F.
Donner, en fonction de x;, un vecteur propre de F' associé a y; et un vecteur propre de F
associé a .

8. La matrice M est-elle diagonalisable ?

PROBLEME

Dans tout le probléme, r désigne un entier naturel vérifiant 1 < r < 10 . Une urne contient 10
boules distinctes By, Bs, ..., Big. Une expérience aléatoire consiste a y effectuer une suite de tirages
d’une boule avec remise , chaque boule ayant la méme probabilité de sortir a chaque tirage. Cette
expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P) .

Partie I : Etude du nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins
une fois chacune des boules By,..., B,

On suppose que le nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois chacune des boules
By, ..., B, définit une variable aléatoire Y, sur (2, A, P).

1. Cas particulier r = 1.
Yiest le nombre de tirage pour tirer au moins une fois la boule B; dans une suite de tirages
indépendants, la probabilité de I’obtenir étant % (boules équiprobables) a chaque tirage.
Donc Y; — G (55) et E(Y;) =10 et V (¥;) =100 x 3 = 90
2. On suppose que r est supérieur ou égal a 2.

a) Soit A ="les r boules B, By, ..., B, sortent dans cet ordre aux r premiers tirages”.
En notant Bij I’événement "tirer la boule 7 au j%™¢ tirage”, les tirages étant indépendants,

A=BINBiN---NBlet P(A)=P(B)P(B})...P(B) = ()"
Conclusion : | P (A) = (& )T

10

b) (Y, =) est "on a obtenus au moins ue fois les r boules en r tirages” donc "on a b*obtenu
exactement une fois les r boules en r tirages”
Comme il y a r! ordres possibles (incompatibles) pour les tirages de ces r boules, on a
donc

Conclusion : |P([Y, =1]) = &

c¢) IL faut au minimum r tirages pour obtenir au moins une fois chacue des r boules et il
nb’y a pas de maximum.

Donc les valeurs prises par Y, sont :Y, () = [[r, +00]]
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3. On suppose encore que r est supérieur ou égal a 2. Pour tout entier ¢ vérifiant 1 < ¢ < r, on
désigne par W; la variable aléatoire représentant le nombre de tirages nécessaires pour que, pour

la premiére fois, i boules distinctes parmi les boules By, Bs, . .., B, soient sorties (en particulier,
ona: W,=Y,).

On pose : Xy =W; et, pour tout ¢ vérifiant 2 <i < r, X; =W; —W,_1.

On admet que les variables aléatoires X7, ..., X, sont indépendantes.

a) Comme W, =Y, on a donc
Xi+Xo+ -+ X, =W+ Wo =W+ + W, =W, =W, =Y,
Conclusion : |Y, =>""_ | X;

b) X, est le nombre de tirages nécessaire pour une boule non encore obtenue (parmi 1...r)de
plus, pour la iéme fois..

Donc pour obtenir la i boule non encore obtenue.

¢) Comme X; est le nombre de tirage pour obtenir la premiére boule non obtenue quand on

r—(i—1)
10

en a déja obtenu ¢ — 1, donc avec la probabilité
alors X; — g (w)

, les tirages étants indépendants,

2 r—i r+i
E(X;) = —= z+1 et V(X;) = (rjig»l) (1 - 10+1) - 1(3 111)110
r 1 r 1
d) On pose : Si(r) = Z e et Sy(r) = 2
=1 =1

Cmme Y, =>7_ X, alors E(Y,) = leE( i) = Z:zlﬁréindexéparj—r—i+l

(qui prend une unique fois les valeurs entiéres de 1 a7 ) E(Y,) => ", 1.0 =105 (r)

Et comme les (X;) sont idépendantes,

V) - v

" 10 — — 1
-y ety
(r—i+1)

i=1

r—i+1
= 10 _
Z<r—z+1)2 (r—i+1)2)
1 1 : . :
= 10 102,—2—2—, par j =r — i+ 1 décroissante
P A
= 10052(7’)—1051(7’)

4. a) Comme x — 1 est décroissante sur |0, +oo[si 0 <k <t < k+1alors + > > =5
Donc le minimum est k:_+1 et le maximum est + sur [k, k + 1]
k+11
Donc comme k < k+1lona(k+1—k) g7 =77 < kf ;dtg%

b) En sommant l'inégalité précédente, on obtient :

. k41 " .

1 1 1 1

— < —dt = —dt < —

Sy X [qa= [ qusdy
k o k=1
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et en réindexant la premiere, 1 =k + 1 :

r+1

St <t 1) <8 ()

=2

et done Sy (r+1) = 31 1+1<In(r+1)+1 et en substituant 7 a r +1

In(r+1) <S5 (r)<In(r)+1

On a donc
10In(r +1) < E(Y;) =105 (r) < 10(In7 + 1)

c) On a % > % > (Hl)g pour t € [k, k + 1] (k € N*) donc comme précédement

T

1
Swrel ke

et en réindexant la premiere, 1 = k + 1 :

r+1
1 1
ZZ_—2§1— < Sy (1)

P r+1
etd01r1(352(7“~|—1):ZNr1 : +1<1———|—1etensubst1tuantrar~|—1
1 < Sy <2- 2
r+1-= "7 - r
d) Comme V (Y;) = 1005, (r) — 10S; () on a donc

1 1
S < < _ 2] =
100 (1 ?"+1) 10 (In (1) + 1) < V (Y,) < 100 (2 T) 101n (r + 1)
Partie I1 : Etude du nombre de boules distinctes parmi les boules By, B, ..., B,
tirées au moins une fois au cours des n premiers tirages

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on suppose que le nombre de boules distinctes parmi les
boules By, Bs, ..., B, tirées au moins une fois au cours des n premiers tirages, définit une variable
aléatoire Z,, sur (2, .4, P); on note E(Z,) l'espérance de Z,, et on pose Zy = 0.

Pour tout entier naturel » non nul et pour tout entier naturel £, on note p,; la probabilité de
I'événement [Z,, = k| et on pose : p, 1 = 0.

1. Etude des cas particuliers n =1 et n = 2.

a) Zj est le nombre de boules (distinctes) parmi B; ... B, en 1 tirage.

La probabilité en étant 15 on a donc Z; — B (75) (Bernouilli) et £ (Z;) = +
b) On suppose, dans cette question, que 7 est supérieur ou égal a 2.

Zy est le nombre de boules distinctes en 2 tirages.

Ce n’est pas une hypergéométrique (remise) nin une binomiale (on compte les boules
distinctes)

On revient a la définition :
Z5(Q) = {0, 1,2} et on dénombre :
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Les tirages sont les paires de boules parmi 10 et sont équiprobables. Il y en a 10?
(Z2 = 0) est définit d’ung paire de boule parmi 10 — 7. Il y en a (10 — )
10—r
Donc P (Z = 0) = ¢ 100)
(Zy = 1) ="deux fois la méme boules” est caractérisé par

i. la boule parmi les r et la boule parmi les autres (10 — r) et 'ordre de ces deux
boules (2 choix)

ii. ou deux fois la méme boule parmi r

Donc P (Z; =1) = T(lf(i)rp + 165

(Zy = 2) est caractérisé par la liste sans répétition de deux boules parmi les r donc

P(7=2) = gl

2
Done B (Z) = Y0P (2 = i) = S5 0+ (U552 4 355 ) > 14 Mot 2
19r

et E(ZQ) = m

2. Etablir, pour tout entier naturel n non nul et pour tout entier naturel & au plus égal a r,
I’égalité :
10pn,k - (10 —r+ k)pn—l,k + (T + 1-— k)pn—l,k—l (]-)
Ona p,,=P(Z,=k)

Comme lors du n'®™¢ tirage, on a au plus une boules parmis les 7 en plus de calles déja btenues,
alors au précédent ,on en avait déja k£ — 1 ou k

(Zn = k) = [(Zn—l =k— 1) N (Zn = k)] U [(Zn—l = k) N (Zn = k)]

les deux étant incompatibles car Z,,_; ne peut prendre qu’une valeur a la fois

Avec
r—k+1

10
une des r boules non encore obtenues (il y en a encore r — (k — 1) )

Pz, s=h1y (Zn =k) =

ieme

car on doit tirer au n

et
10 —r

car on doit tirer au n'*™¢ une des 10 — r autres boules.

On a donc

P(Zi=F) = P(Zua=k- 1P ooty (Zo = k) + P (Zuos = K) s, yiy (Zo = B)

r—k+1 10 —r

= T Pn—1,k—1 T

Pn—1k
d’ou la relation (77?)

3. Vérifier que cette égalité reste vraie dans le cas ol k est supérieur ou égal a r + 1.

e on a alors Z,, = k impossible donc, P (Z, = k) =0et P(Z,_.1 =k) =0
o sik>r+2alors Z, =k —1impossible et P(Z, =k —1) =0
esik=r+lalorsP(Z,=k—1)=P(Z,=7r)#0maisr—k+1=0
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Donc dans tous les cas (1) devient 0 = 0 qui est vraie.

Et I'égalité reste vraie pour £ > r + 1

4. Pour tout entier naturel non nul n, on définit le polynéme (@),, par : pour tout réel x,

n

Qn(r) = mek:ck, et on pose  Qp(z) = 1.

k=0

a) On a (13) = Z;lﬂzg p1,kl’k =Pp1o+pPiaTavecpy; =p (Zl = 1) = ﬁ et pjo="P (Z1 = 0) =

10— 10—
o~ donc Q1 (7) = =5~ + 5T

10—r)2 r(10—r)2 r r(r—1
et Q2 (7) = ( 100) + ( (100) +ﬁ>x+ (100)x2

b) On a
Qu(1) = ) pux=) P(Z=k)
(o)
= P(anzog n)
1

Car en n tirages, on a au plus n boules distinctes de 1...7 donc Z < n (et Z <)
Q, (x) = Z k pp !
k=1
Q1) = D kP (Z,=k)
k=0

~ E(Z)

Sin > rles termes de r +1 & n sont nuls.

c) En utilisant I’égalité (?7), établir, pour tout réel x et pour tout entier naturel n non nul.
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Onaq@, ,(z)= Zf(l) kpn_112""! et on va essayer de la faire apparaitre :

10Qn (x) = Y pasr”
k=0

= Z (10 =7+ E)ppap+ (r+1—E)pp1p1) 2"
k=0
et on isole les k p,, , qui sont des dérivées

n

= Y (10— Mpo-rpr® + 3 Epargat

k=0 k=0
+ ZTPn 1k— 1 — Z (k — 1)pn71,k71$k
k=0
n—1 -1
= (10 - 71) [anl,kxk +0 Z Pn—1 kiL’k ! +0
k=0 k=0
car pp_1, =0 et on réindexe i =k —

n—1 n—1
i+1 , i+1
+r E Pn—1,;T ~ — E L Pn—1,iT

(10— 1) Qo () + 2, (@)
2 Qur () — Q) (2) 40
(W01 tr2) Qo (@) + 2 (1 —2) Qs ()

d) Les deux membres sont dérivables par rapport a x et

10Q, (v) = (10=7r+72)Q,_y (2) +7Qn1 (v)
+r(1—-2)Qn_y (v) + (1 —22) Q,_; ()
= 7Qua () + (Al =1+ (r —2)2)Q,_, (2)
+r (1 —2)Qn_y (v)

et pour x = 1 on obtient :

10Q;, (1)

rQna (D) + A1 =r+r—-2)Q, (1)
+1(1-1)Q, (z)
= 7+9Q,_; (1)

et donc
10E(Z,) =9E (Zy—1) + 1

Conclusion : | E(Z,) = 5 E (Zn-1) + 15

La suite (F (Z,,)) est donc arithmético-géométrique.

On détermerine c tel que ¢ = %c +igE=c=r
et la suite u définie par u,, = E (Z,) — ¢ vérifie :
Ups1 = E (Zni1) —c= 3E(Z, ) L (Fe+ ) =2 (E(Z) —©)

est alors geometrlque de raison 10
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d'ott up = — (0)

Conclusion : |E(Z,) =r(1—-0,9")

5. a) Pour tout entier naturel n, le polynoéme Q) désigne la dérivée du polynome Q..
On repart de

10Q, (x) =7 @na (2) + (1L =7+ (r = 2) 2) @, (2) + 2 (1 —2) &4 (2)

et on redérive par rapport a x :

10Q, (r) = 7@, (v)
+(r=2)Q (@) + Al —r+(r—=2) 2) @y, () +
+(1-22)Q, (2) +2(1-2) Q" (v)

et doncenxz =1

Qu(l) = rQ,, (1)
+(r—-2)Q, ,()+ (11l —r+r—-2)Q" (1)
+(1=2) Q1 (1) +0Q5" 4 (2)
= (2r-2)Q,_, (1) +8Q,_1 (1)
= (2r—2)r(1-10,9")+8Q" (1)

Conclusion : | Q! (1) =2r(r—1)(1-0,9") +8Q"_, (1)

On prouve alors par récurrence que pour tout entier n > 1

Q1) =r(r—1) {1 * (180)n 7 (%y}

e Pourn=1:Q,(v) =Yoot et Q) (z) =
=D 1+ () -2 ()] —0- @

e soit n > 1 tel que Q1(1) =r(r—1)[1+ ()" —2(
alors

)]

Sle

10Q1,,(1) = 2r(r—1)(1-0,9""") +8Q" (1)
= 2r(r—1)(1-0,9"") +7r(r—1)8 {1 + (%)n —2 (1%)1
= r(r—1) {8 +2+38 (%)n + (-2 —16) <19—0)n} donc

Qa() = r(r=1) 1+<180)n+1—2(%)n+1]

Conclusion : | pour tout entier n > 1: Q" (1) =r(r —1) [1 + (%)n _ 9 (%)n]

b) Comme @, (x )_ZZ L kot alors Qr () = 200, k (K — 1) py e
Done @y (1) = 3 4o k (k= 1) P = Xokeo K *Prk — 2o kpns = E(Z7) — E (Z)
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Conclusion :

= E (Z?z) - E(Zn>2
= Q()+Q,(1)-aQ, (1)

= r(r—1) {1+ (%)n—2 (%)n} +7(1-0,9") = [r (1-0,9")]

reclasssé suivant les puissances

- re-n(a) o (a) ()

V(Z,)=r(r—1)0,8"+7r0,9" —r?0,81"
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