Corrigé ESC 2002 par Pierre Veuillez
EXERCICE 1 : suite d’intégrales impropres.

On considére, pour n entier naturel non nul, la fonction f,, définie sur R* par :

ninz . o
folz) = TR pour tout x strictement positif

On définit également sur R la fonction h par :

Inz

12 pour tout x strictement positif.
x

h(x)

1. Pour tout z > Oon a1+ 2% # 0 et n+ 1+ nz? # 0 donc f, et h sont continues sur R comme
quotients de fonctions continues.

Comme 1+ 2% > 0et n+ 1+ nz? > 0 car n > 0 donc leurs signe est celui de In (z)

T 0 1 +00
[ In(2) -/ 0 /+
On a alors : (@) 0 ¥
h(x - 0 +
oo ]
2. a) / n—fdx est impropre en +00.
. @

1 1
En intégrant par parties avec u (z) = In(x) : v’ (z) = = 10/ (z) = — 1w (2) = —=
T T T

u et v de classe C! sur R

M 1
In (M 1
_omonp 1
M M
— 1
quand m — 400 car In (M) < M.
+o0
Donc / n—zdx converge et vaut 1.
1 T
1
b) Pour tout z € R on a 1+ 2% > 22 > 0 donc P S—2etpourxz1comme1n(m)20alors
x x

Inx Inz
0< < =
—1+a22 T 22

T Ing T Inx oo
Et comme / ——dx converge alors par majoration / dr = / h(z) dx converge
1 1 1

x? 1+ 22
également.

+oo
Dans toute la suite de I'exercice on note alors K l'intégrale impropre : K = / h(z) dx.
1

1
3. a) / h(u) du est impropre en 0.
0

1 1
Par changement de variableu = —:u=1—zr=1:u=c—rx=—:
x €




z — 1 de classe C' [1,1] : du = Z}dx

Et comme

alors

1 1/e 1
/ h(u) du:—/ I21<$) dr —
€ 1 x + 1

1
/ h(u) du converge et vaut —K
0

b) Comme A(z) <0 pour x <1 on a fol |h(x
Et comme h(z) > 0 pour z > lona [,

): (L)  2?n(x)
EEEEY

2 +1

‘dz_fo
|d33_f1

+o0
Donc / |h(z)| dz converge et est égale a 2K.
0

+oo
c¢) Donc / h(x) dx est absolument convergente donc convergente
0

foJroo h(z) ) dz + fo

d‘r_fl

Jdr =K —-K=0

a) Commen+1+nx220et1+x220a10rspourtoutx>0

|fn (2)] = |h(2)]

Donc 0 < |f,, ()] < |h (z)| et par majoration, comme f0+oo

converge également.

b) Pour tout réel x strictement positif,

W) = fulz) =

c) On a alors pour tout réel x, n+1+nz>>n+1>0et

et donc pour z > 1 et en multipliant par h(z) > 0:0 < h(z) —

nlnx
n+ 1+ nx?

Inz
1+ a2

n 1
- _
|n(x)|(n+1—|—na:2 1+x2>
= [In(z)|
= [In(z)| <0

n+nz?— (n+1+nz?)

(n+ 1+ nz?) (1 + 22?)
-1

(n+ 14 nx?) (1 + 22?)

Inx nlnx
1+22 n+1+na?
Inz <1_ n(1+ 2?) )
1+ 22 n+ 1+ na?
Inz (n+1+nz?—n(1+2?)
1+x2< n+ 1+ na? >
h(z)
n+ 1+ na?
1 1
<
n+1l+nz?2 " n+1l

+o0 1
/ n(z) dr =K quand e — 0"
1

) dx converge et vaut K

h(z) dz converge alors [

h(z)
fn( ) n+ldinz? — ntl

) dx converge et vaut K

h(z)

fu(z) dzx



En intégrant sur [1, M| avec 1 < M :

[MdeS/th(x)—fn(m) dxg/lMZf)ldx:nil/th(x) da

et par passage a la limite dans les inégalités (on sait déja que les limites existent)

K
n+1

0 < / " (h(@) - fula)) de <

h h
(z) < (z) < 0 d’ou en intégrant sur [, 0]

De méme si 0 < x < 1 alors In (z) < 0 et < <
14+n ~ n+1+ na?

et en passant a la Imite quand ¢ — 0 :

K
n+1

< / (h(x) — fulw)) dz <0

Par encadrement on a alors f1+°°(h(:c) — fa(x)) dxz — 0 et fol(h(a:) — fa(x)) dr — 0 quand
n — +00.

Donc [, f, () dv — [[h(z) dov = K et fol fo(z) do — folh(x) dr = —K quand
n — +00.

Donc [[" f, (z) dz = [ f, (z) dv+ fol fn(z) dz — 0 quand n — +oo

EXERCICE 2 : calcul matriciel et algébre linéaire.

On considére un parametre réel m, et les matrices suivantes :

1. a)

2 2 2 1 00
A= 2 24m 24 m et I3=1 010
-2 —2—-m -2-—m 0 0 1
2 2 2 2 2 2 4 4 4
On a A% = 2 2+m 24+m 2 24+m 24+m = 4 4 4
-2 —2—-m —-2—-—m -2 —2—-—m —-2-—m —4 —4 —4
1 1 1 2 2 2 1 1 1
et A3 =4 1 1 1 2 2+m 24+m =8 1 1 1 = 2A2
-1 -1 -1 -2 —2—-m —-2—m -1 -1 -1

Si A est une valeur propre de A et que X est un vecteur propre associé a cette valeur propre A
alors AX = AX et A2X = A(AX) = AAX = A?X et de méme 43X = \*°X

Donc (A% — 2A?) X = 0 d’une part et d’autre part

(A% —24%) X = A3X — 242X = N’X —20°X = (\* —20*) X

Finalement (\* —2)*)X =0

Comme X # 0 alors 0 = A* — 2)* = A\* (A — 2) donc A = 0 ou 2 et S,(A) C {0,2}.

N.B. prouver l'inclusion, c’est démontrer un si...alors

2. Dans cette série de questions on étudie le cas m = 0 et on cherche a diagonaliser A.

a) et b)

2 2 2
Pour m=0ona A= 2 2 2
-2 =2 =2

On détermine les sous espaces propres :



x r+y+z2=0

(A-00)| v | =0 TH+yY+2=0 <=Szrv=-y—=z
z —r—y—2=0
Donc 0 est valeur propre de A et son sous espace associé est Sy = Vect ((—1,1,0),(—1,0,1))
x y+2=0 -,
(A=2D)| vy | =0 r+z2=0 @:{y_
r=—z
z —r—y—22=0

Donc 2 est valeur propre de A et son sous espace associé est S = Vect ((—1,—1,1))

¢) Comme Sy = Vect ((—1,1,0),(—1,0,1)) et que la famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est échelonnée,
elle est une base de Sy qui est donc de dimension 2.
Comme Sy = Vect ((—1,—1,1)) et que (—1,—1,1) # 0 alors ((—1,—1,1)) est une base de Sy
qui est donc de dimension 1.
La somme des dimensino des sous-espaces propres étant 3 (taille de la matrice) alors A est

diagonailisable.
Comme dans la forme diagonalisée, a apparait deux fois, le sous espace porpre est de dimension
2 donc =0
-1 -1 -1 0 00
et avec Q = 1 0 -1 ]JetD=|00 0 |onaA=QDQ
0o 1 1 0 0 2
1

d) On a D? =2D donc A%2 = QD?Q ' =2QDQ ' =24 =2A+0]
Donc a = 2 et b = 0 conviennent.

3. Dans cette série de questions, on suppose que le paramétre m est non nul.
On note B = (ey,eq,e3) la base canonique de R?® et f I’endomorphisme de R3 dont la matrice
relativement & B est A.

x
a) (f —0Id)(z,y,2) =0<= (A—-0I)[ vy | =0
2z
20 4+2y+22=0 r=—y— 20
= 20+ 24+ m)y+2+m)z=0 < my+mz=0 et commem #0:
—2x—(24m)y—(2+m)z=0 —my —mz =0
r=—-y— 20 { =0
= y=—z —
0=0 y=
Donc 0 est valeur propre de f et son sous-espace porpre associé est Sy = Vect ((0,—1,1))
x 204+22=0
(A-2)| vy | =0« 2 +my+(2+m)z=0
z —2x—24m)y—(4+m)z=0

Yy=—z _
= 22+22=0 @é{y—_z
—2r—2z=0 e
Donc 2 est valeur propre de f et son sous espace associé est So = Vect ((—1,—1,1))
b) Un vecteur non nul formant une famille libre, ((0, —1,1)) est une base de Sp et ((—1,—1,1)) est
une base de Ss

La somme des dimensions des sous-espaces propres n’étant pas 3, la matrice A n’est pas diago-
nalisable.



c¢) On pose les vecteurs de R? :
u=e —e=(1,-1,0) ; v=fpn(u) ; w=e +e—e3=(11-1).

On calcule v = f (u) en passant par ses coordonnées :
2 2 2
2 24+m 24m
-2 —2-m —2-—-m

1 0

matg (f (u)) = A =1 | = —m | donc v = (0,—m,m) = m(0,—1,1) donc v est un
0 m

vecteur propre associé a 0.

flv)=0

et comme w = — (—1,—1,1) c¢’est un vecteur propre associé a 2 donc f (w). = 2w

d) On montre que la famille C =(u, v, w) est libre :
si zu 4+ yv + zw = 0 alors x (1,—1,0) + y (0, —m, m) + 2 (1,1, —1) = 0 donc

r+z2=0 z2=0
—r—my+z=0 et r=0 etcommem#*0onar=y=2=0
my —z =10 my =0

La famille est libre et a 3 vecteurs. C’est donc une base de R3.

On a les coordonnées de leurs images dans la base (u,v,w) par :

f (u) = v donc coorde (f (u)) = (0,1,0)

000
f)=0et f(w)=2wdonc matc (f)=1 1 0 0
0 0 2
e) D’apres la formule de changement de base on a : matc (f) = matcB matg (f) matgC
1 0 1 0 00
Donc avec P =matgC=| -1 —m 1 onaP 1. A.-P= 1 00 |=8B
0 m -1 0 0 2

f) Pour résoudre, on se raméne a 1’écriture précédente :

A2=cA+dl <= P 1. A2.P=P'. (cA+dl)-P<+= B*=cB+dI
000 000 000
On calcule (PPAP’ =B2=[ 1 0 0 100|=]000
00 2 00 2 00 4

Donc si A2 = cA + dI alors ¢ = 0 et d = 0, ce qui n’est pas une solution.
Donc on ne peut pas écrire A? = cA + dI avec c et d réels.

(ESC 2002)



EXERCICE 3 : v.a.r. usuelles, fonctions de deux variables, optimisation.
Dans tout I'exercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére deux variables aléatoires discretes indépendantes X et Y telles que :

X suit une loi binomiale de parameétres n et = (notée B(n,x) avec x €]0, 1]).

Y suit une loi binomiale de parameétres n et y (notée B(n,y) avec y €0, 1[).

On pose alors 7 la variable aléatoire discréte définie par I'égalité : 7 =2n— X —Y.

1. a) Comme X (2) =Y () = [[0,n]] alors Z(§2) = [[0, 2n]]
b) Ona (Z=0)=(2n— X —Y =0) qui n’est possible qu'avec X =net Y =n
Donc (Z =0) = (X =nNY = n) indépendantes donc

Conclusion : |P(Z =0)=P (X =n)P(Y =n) = (zy)"
De méme

Ona (Z=2n)=(X =0NY =0) indépendantes donc
Conclusion : |P(Z =0)=((1—z) (1 —y))"

(
(Z=2n—-1)=(X=0NY =1)U(X =1NY =0) incompatibles donc

P(Z=2n-1) = P(X=0NY=1)+P(X=1NnY =0)
= a=ar () a-wr e () - -y

Conclusion : |P(Z=0)=n(1-z)(1—y)" " (z+y— 2zy)
et enfin
(Z=1)=X=nNnY=n—-1)U(X =n—-1NY =n) incompatibles donc

n—1

P(Z:Qn—l):x”(nﬁl) (1_y)yn1+< n )(1_$)$n1yn

Conclusion : |P(Z = 0) = n (zy)" " (z +y — 2zy)

2. a)OnaFE(X)=nz:EY)=ny:V(X)=nz(1—2)et V(Y)=ny(1l—vy)
Donc E (X?) =V (X)+ E(X)* =n[z (1 — z) + na?|
et E(Y2)=VY)+EXY) =nly(1—y)+ny?
b) On pose W la variable aléatoire définie par W = XY Z.

N.B. l'espérance d’un produit n’est simple que si les variables sont indépendantes, ce qu n’est
pas apriori le cas vu la définition de Z.

On transforme donc son écriture :
W=XY(2n—-X-Y) =20 XY — X?Y —Y2X
Donc E (W) =2nE (XY) — E(X?Y) — E(Y2X) et X et Y étant elles indépendantes :

E(W) = 2nE(X)E(Y)-E(X*)E(Y)-E (Y?)E(X)
= 2n3:py—n[m(1—x)+n$2}ny—n[y(l—y)qtnyﬂmc
= n'zy[2n— ((1 - 2) +nz) — (1 —y) +ny)]
= nfzy2n—2—-(n—1)z—(n— 1)y
= n*(n—1ay2—z—y



3. On pose D =]0,1[x]0,1[ et f la fonction de deux variables définie sur D par :

a)

b)

f(z,y) = zy(2 — z — y) pour tout couple (z,y) de D

Comme les fonctions coordonnées (z,y) — x et (z,y) — y sont C? sur D
alosr f l’est aussi comme produit de fonctions C?.

On a:
0
8_th<$7y) = 9(2—1’—y)—xy=2y—y2—2xy
g_i(%y) = 22—2—y)—ay=2w—2— 2y

Donc sur ouvert D, si f a un extremum local en (x,y) alors
2y —y? — 22y =0

{ 2 — 22— 20y =0 L, — Ly

commezr < lety<lalors2— (z+y)>0etdoncx—y=0etz=1y

donc 2(z—y)— (2> —y*) =0et (z—y)(2—(z+y)) =0et

Donc (Ly) : 2y —y* —2y*> = 0 donc y (2 — 3y) = 0 et comme y #0 onay =2 et donc z = 2

Conclusion : |le seul point critique sur D est (%, %)

On a:
o0 f
ro= w(w7y):_2y
0*f
= =2—2y—2
s ayax(l’,y) y— 2z
0
eten (3,2):r=—3:s=—2ett=—3doncrt—s*=2>0

Donc f a un extremum local en ce point et comme r < 0 ¢’est un maximum.
2 2) _ 2209 2 _2y_ 8
f(3’3)—33(2 573) = o

Conclusion : | f admet un maximum local en (%, %) qui vaut : f (%, %) = =

$(5) (=5 o (o)

8
= —x2y—xy2—|—233y— —

On développe :

27
: et d’autre part
8 8
_ 2 92— — ) — —
8
- 2, 2 9 o
7Yy — xy” + 22y 57

d’ou I’égalité.

f(x,y)—%z;ll(y—g) (y—g)—y(ﬂéy—l)

Pour 0 <y <1ona: y—%§Oeti(y—%fzodonc;ll(y—%f( %)gOetdeméme

y_
—y (:c+%y—1)2 < 0 donc f(z,y) — & <0 et pour tout (z,y) € D: f(z,y) < & = f(2,2)

Donc (%, %) est un maximum global de f.



4. On suppose que les variables X, Y définies plus haut représentent, en centimeétres, la largeur et la
longueur d’une brique, dont la hauteur Z est telle que la somme des cotés, X +Y + Z, est toujours
égale & 56 cm, et de volume XY Z.

a) Ona X +Y + 7 =56 donc Z =56 — X — Y. et on a avec n = 28 les conditions de l’exercice
si-dessus.

(longueur>largeur ...7 quitte a inverser X et Y')
On a alors £ (XY Z) =n?(n — 1) zy[2 — x — y] est maximale pour z = y =

b) Et le volume maximal moyen est donc n? (n — 1) f (3,2) =28%-27- £ = 28% .8 = 6272

wnN

Conclusion : |le volume moyen maximum est de 6272 cm?®.




