Epreuve maths 3 Hec 2006 voie économique mai 2006 (durée 4 heures)

Exercice

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal & 2, A et p deux nombres réels strictement positifs et
B la matrice de M, (R) suivante :

0 A 0o ... ... 0

w0 A

0 e big = sty =i
B— K : : R I c’est a dire : B = (b;;) avecq bjj=p sij=i-—1

oo o : 0 b;; =0 sinon

: poo 0 A

0O ... ... 0 p O

On s’intéresse aux valeurs propres de B et pour cela, pour a réel, on note A, = B — al,, ou I, désigne la
matrice unité d’ordre n.

1) Exemple . Dans cette question, on considére la matrice B =

O OO = O
SO = O
O = O = O
—_ o = O O
O = O OO

a: La matrice B est-elle diagonalisable?
b: Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de I’endomorphisme de R® canoniquement
associé & la matrice B

On revient maintenant au cas général. On dira qu’une suite (uy)ren vérifie la propriété (R) lorsque 'on
a, pour tout k de N : pug — aupy1 + Augyo =0

z1
Z2
2) Montrer qu'un vecteur X = | . | de M, 1(R) vérifie A, X = 0 si et seulement si,
xn
en posant zo = xp+1 = 0, les nombres zg, z1, ..., Tn, Tpt1 sont les n + 2 premiers termes d’une suite

vérifiant (R).
3) On suppose dans cette question que a? > 4\p.

a: Déterminer 'ensemble des suites vérifiant (R)
b: Montrer que si un vecteur X de M, 1(R) vérifie A, X =0, alors X est le vecteur nul.

4) On suppose dans cette question que a? = 4\p.
: Déterminer I’ensemble des suites vérifiant (R).

a
b: Montrer que si un vecteur X de M,, 1(R) vérifie 4, X = 0, alors X est le vecteur nul.

5) a: En déduire que si B admet des valeurs propres, elles appartiennent a I'intervalle | — 2v/Ap, 2¢/Ap]
Un théoréme classique da a Jacques Hadamard, affirme que si le réel a est valeur propre de B, alors
la] < A+ p (ce théoréme n’est pas & démontrer).

Le résultat que l'on a obtenu en [5)a:] est-il meilleur que le résultat du théoréme d’Hadamard?

T

Probléme

Ce probléeme a pour objet principal la modélisation d’un processus aléatoire ponctuel (discret) représenté par
une suit de variables aléatoires de Bernoulli. Ce modéle est ensuite approché par un modéle continu, et dans la
derniére partie, on s’intéresse, dans un cas particulier, a I’adéquation de ce modéle continu au modéle discret
initial.

Dans tout le probléme, A désigne un nombre réel de I'intervalle ouvert |0, 1[.



Partie I : Modéle discret.

On suppose donnée une suite (X,,),en de variables aléatoires de Bernoulli, définies sur un espace probabilisé
(2, A, P). Pour tout n de N, on note p,, le parametre de la variable aléatoire X,,.

On suppose que py appartient & l'intervalle ouvert |0, 1[ et que pour tout n de N, on a les probabilités condi-
tionnelles suivantes :

P(anl)(XnJrl = 1) = P(Xn = ].) = DPn et P(ano)(XnJrl = 1) = )\P(Xn = 1) = )\pn

[On rappelle que la probabilité conditionnelle P4(B) peut aussi se noter P(B/A)]

1)

2)

a: Pour tout entier n, (X, =0, X,, = 1) est un systéme complet d’événements donc

P (X”H‘l = 1) = PXnZO (Xn-‘rl = 1) p (Xn = O) + PXn:1 (Xn+1 = 1) p (Xn = 1)
= Apn (1_pn)+pn'pn

Conclusion : ’pour tout entier n de N, on a : Pni1 = (1= XN)p2 + A\p,

: Par récurrence :

Pour n=0:0<pg <1

Soit n € N tel que 0 < p,, < 1 alors

0<p2 <letcomme (1-X)>0:0<(1—-X)p2<(1-2X)

D’autre part : 0 < Ap,, < A donc en sommant :0 < (1 — A)p2 + Ap, < (1 —X) + X et
0<ppy1 <L

Conclusion : ’pour tout entier n de Nyona: 0<p, < 1‘

: La suite étant borrnée, on espére son sens de variation :

Pt —Pn = (1= Npp +Apn =0 =1 =N)pp + (A= 1)pp =1 =N pa(pn—1) <Ocar 0 <A< 1
et 0<p, <1

Donc la suite p,, est décroissante et minorée par 0 donc convergente vers une limite £ avec 0 < ¢ <
po <1

La fonction f: 2 — (1 — X\)2? + Az est continue sur R donc en ¢ donc f (£) = ¢

On résout :

1-Na?+ =2 <= (1-Nz(@x-1)=0
— zxz=0ouz=1

et comme ¢ < pg < 1 (suite décroissante) alors £ # 1

Conclusion : lla suite (pn)nen €st convergente vers O‘

: On pose a = (1 —A)po + A.

Par récurrence :

Pour n =0 on a pg < 1 donc py < a°.

Soit n € N tel que p,, < a™ alors Ap, < Aa™ (un morceau de a - a™)

0<(1—=X)pn<(1—X)a™ (manque le pg ) et comme 0 < p,, < pg alors (produit de termes positifs)
0<(I=AN)pn-pp<(1=A)a"po

que 'on somme avec la précédente

)‘pn + (1 - )‘) p?z

Pn+1

Aa™ + (1 — X\)a"po donc

<
< a"(A+ (1= A)po) = a"H!

Conclusion : ’par récurrence, pour tout entier n : p,, < a™ ‘

Et comme a = p; alors |a| < 1 et la série de terme général a™ est convergente.
Donc par majoration de termes positifs,

Conclusion : ’ la série de terme général p,, est convergente. ‘

3) Pour tout n de N, on définit la variable aléatoire Y,, par : Y, = ZXk et on note E(Y,) son

espérance.



4)

: Comme X, est de Bernouilli, on a E (X,,) = p,.

Et comme E (Y,,) =Y 1_o E (Xi) = > j_o Pk est la somme partielle d'une série convergente, alors

Conclusion : | la suite (E(Y;)), oy a une limite finie L = >, p

: Ecrire une fonction Pascal permettant de calculer une valeur approchée de E(Y,).

Remarque l'expression "valeur approchée" est trompeuse.
Elle ne fait référence qu’au mode de clacul des valeurs réels qui est intrinséquement approchée...

On utilise une variable S pour stocker les sommes partielles successives (de 0 a n)
et une variable p pour stocker les valeurs de p,, que 'on calculera simultanément.

function approx( n :integer ; pO, lambda : real) : real
varp,S:real;i:integer;
begin

p:=p0;S:=p;

for i:=1 to n do
begin p:=(1-lambda)*p*p+lambda*p ; S:=S+p end;
approx:=S;

end;

: Ona E(X,) =pn et BE(Xpt1) = Dnt1

Pour V'espérance de X,, - X,,+1 on ne passe pas par la somme double, mais plus rapidement par la
loi de X, - X471 :

X, - Xpn41 ne prend que les vlaeurs 0 et 1 (donc variable de Bernouilli)

(Xn Xpp1=1)= (X, =1)N(Xp41 =1)donc P (X,,- X;,11 =1) =P (X, =1)Px, 1 (Xpy1=1) =
Pn - Pn

Donc E (X, X, +1) = p2 et

Cov (Xna Xn-‘rl) = LK (XTLXTL+1) -k (Xn) D) (Xn-‘rl)
= p% — PnPn+1 = Pn (pn - pn+1>

Conclusion : ’ Cov (X, Xnt1) = Pn (Pn — Prt1) ‘

Comme on a vu que p,, > pp4+1 alors Cov (X, X;,11) # 0
S

Conclusion : ’Xn et X,,+1 ne sont pas indépendante

(Ce que I'on pouvait aussi deviner au fait que Pix,—1)(Xpny1 =1) # Px,—0)(Xny1=1))

: On a
Pos1t _ (L=Nph +Apn
Pn Pn

— Acarp, —0

Conclusion : | lim (an> =)\

: Pour tout n de N, on note r,, le coeflicient de corrélation linéaire entre X, et X, 11.

Comme V,, — B (p,), alors V (X,,) =p, (1 —p,) et
COV(Xn7X"+1)
V(Xn)V(Xn+1)
Pn (pn _pn+1)
\/pn (1 _pn)pn+1 (1 - pn+1)

_ Pni1
Pn (1 Pn )

[pal /(1= pa) 5 (1= puya)

Tp =

= D

avec (1 —p,) — 1 on a donc

1-A
Conclusion : | r, équivalent & ——p,, quand n — 400

VA




Partie I1 : Simulation.

On rappelle que la fonction Pascal random simule une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur l'intervalle
[0, 1].

Soit IV un entier naturel non nul et inférieur ou égal a 200.

On considére la suite finie des IV 4 1 variables aléatoires Xy, X7, ..., Xy vérifiant les conditions de la partie I,
modélisée par I'arbre pondéré suivant, et on note encore Yy = Xg + ...+ Xy.

b1

/S (X2 =1)
(Xi=1)
Py
/! N (X2=0)
1—p1
Ap1
) (Xo=1) /o (Xa=1)
/% AN (X1 =0)
1-po
N (X2=0)
1-Ap1
P1
/S (X =1)
(X1 =1)
AP,
N /! N (X2 =0)
1—po 1-p1
Ap1
(Xo =0) T (Xa=1)
N (X1 =0)
1=Xpo
N (X2=0)
1-Ap1

On cherche & étudier cette situation a ’aide du programme suivant :

1) function bernoulli(p:real):integer;
begin
if random <= p then bernoulli :=1 else bernoulli :=0;
end;
Donne la valeur 1 avec la probabilité p (de random<p) et 0 avec la probabiltié 1 — p.

Elle simule donc, come son nom le laissait entendre B (p) .

2) function simulation(N:integer):integer;
var c¢,i,x : integer; a,p,q :real;
begin

p:=p0; x:=bernoulli(p); c:=x;
for i:=1 to N do
begin
q9:=Pp;
if x=0 then q:=p*lambda;
x:=bernoulli(q); c:=c+x; p:= (1-lambda)*p*p + lambda * p;
end;
simulation:=c;

end;

e p contiendra la valeur p;, mise & jour par p:= (1-lambda)*p*p + lambda * p;
e g contient p; si x# 0 et contient (1 — A) p; sinon

e donc x:=bernoulli(q) simule X;



e c est un accumulateur il calcule la somme des valeurs données par x (0 ou 1).
il simule la variable Y,.

e La valeur (c) rendue simulation simule donc Y.

3) Le programme evaluation permet de simuler une variable aléatoire. En se référant a la loi faible des
grands nombres, quelle loi de probabilité peut-on simuler grace a ce programme?

Program evaluation;
var lambda,pO : real;
var y,k, N :integer ; T: array[0..200] of integer;
begin
readln(lambda) ;readln(p0) ;readln(N) ;randomize;
for k:=0 to N do T[k]:=0;
for k:=1 to 10000 do
begin
y:=simulation(N); T[y] := T[yl+1;
end;

for k:=0 to N do

begin
write(T[k]/10000); write(’ ?’);
end;
readln;
end.
L’instruction T[y] := T[y]l+1 définit un compteur (un tableau de compteurs) qui compte le nombre de

fois ou la valeur y a été obtenue dans la simulation.
write(T[k]/10000) affiche donc la fréquence d’apparition de la valeur k£ en 10000 expériences.
Cette fréquence converge en probabilité vers la loi de Y.

evaluation affiche donc une approximation de la loi de Y.

Partie II1 : Modéle continu.

soit £ tel que 0 < £ < 1 et soit T un réel strictement positif. Pour tout ¢ de [0,7], on définit une variable
aléatoire X (t) sur un espace probabilisé (2, A, P) qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p(t), c’est a dire
que : p(t) = P(X(t) = 1). On suppose que la fonction p est définie et dérivable sur [0, 7], de dérivée p’, et
vérifie la relation :

vtel0,T]  pt)=01-0Op@)(pE)—1)
On note p(0) = po et on suppose que py appartient a intervalle ouvert |0, 1[.
1) Soit f la fonction définie sur [0, 7] par f(t) = p(t) x e =%
Comme p est dérivbale sur [0,7,] alors f lest aussi et
f/ (t) _ p/ (t) 6(1—15):5 + (1 _ f)p(ﬁ) 6(1—15):5
= PO+0-0p@)]e"

(1—0p@E)(pt)—1)+ (1 —0)p(t)] 0"
= 1-0p@)?et" >0

Conclusion : ’donc f est croissante sur [0, T] ‘

Comme on a f (0) = p(0) = py > 0 alors f est strictement positive sur [0,7T] et p(t) = f (t) e~ =9t > 0
également.

Conclusion : ’p > 0 et ne s’annule pas sur [0, 7. ‘




—(1—-0)t

p(t)

Comme p (t) # 0, la fonction g est alors dérivbale sur [0,T] et

2) a: Soit g la fonction définie sur [0,T] par :  g¢(t) = ¢

_ (1 _ g) (1-0)t (t 7p/ (t) 67(17Z)t

gt =

p(t)?
_ _A=-0p@®)+r' (¥ (10t
p(t)?
_ A =0p®)+A-=0p®)(p() - 1)6_(1_e)t
p(t)?

= —(1-0e 70

On reconnait la dérivée t — e*" Dt Donc ¢ en est une primitive.

Conclusion : |1l existe k € R tel que, pour tout ¢ de [0,T], g(t) = k + (=12,

b: Comme on a g (0) = pio alors k = pLO _ 1= l=po o

Po
e—(1-0t ; (=1t
t) = —m«—— torié
p(t) 1;§’O+e(e—1)t actorié par 0
Do

(1—po) e =0 +po
c: p est dérivable sur [0,7] et

P ()

(1=0Op)(p@)—1)

o po— (1 —po) el 9" —py
= =920 < (1 —po) =% + pg )
— (1 = pg) et=02
(1 = po) el=0 + pg

<0

(1=0p()

Conclusion : | p est strictement décroissante sur [0, T] ‘

On teste les points d’inflexion sur p” : p' (¢) = (1 =€) p(t) (p(t) — 1) et

pPr) = Q=0 @O @E-1)+p@)p ()
= (1=-0p®)[2p@) -1
Donc si Cp a un point d’inflexion alors p” (t) = 0 et 2p (t) — 1 = 0 soit p () = 3.

Or p(]0,T[) =1]p(T),po[ (car p décroissante) Donc C, aura un ponit d’inflexion si p (T) < 3 < po

1 Po 1
T) < - = <z
P(D) <3 (L= po) e 0T 4 py = 2
1 _
= p<y {(1 —po) eI 4 pg
— p {1 +€(1—e)T} < (10T
o(1-0T
= Po< 1 .a-or
o(1-0T
Donc si p a un point d’inflexion alors = < pg < ———————, et réciproqument si cette conditionest
2 1+ e1=-0T

vérifice, 2p (t) — 1 s’annulera (décroissante) et changera de signe et p” également. C, aura donc un
point d’inflexion.

o(1-0T

. . . . o1
Conclusion : | C, a une inflexion sur [0, 7] si et seulement si 3 <Po< T3 o007

Conclusion : | Les coordonnées du points seront % pour 'ordonnée

et I'abscisse ¢ solution de p (t) = 3...




T k
3) Pour tout n € N*, on note 6 = — et pour tout k € [0,n], t, =kd =T—.
n n

n
Pour tout n € N*, on définit la variable aléatoire Z,, par : Z, = Z X (tg), d’espérance E(Z,).
k=0

a: Comme X (tr) — B (p(ty)) alors E (X (tx)) = p (k) -
Donc E (Zn) = Yoo B (X (1)) = i_op (t) et 22 = L3730 p(TE)

Et comme la fonction # — p (T'z) est continue sur [0, 1] alors les somme de Riemann = > p (T k)

tendent vers fol p(Tz)dx = + fOTp (t) dt par le changement de variable z = t/T.

E(Z, 1 [T
E(Zn) — —/ p(t) dt quand n — +00
n T /o

Cette limite sera notée m(T") dans la suite de cette partie.

) 1 T Do
b: Onam(T) = 7 [; (1 — po) e(=Dt 1 po dt

Conclusion :

N.B. u = e(1=9% est le sens compliqué pour le changement de variable. Il serait plus simple de faire

t= ﬁln(u)

Hypotheses : La fonction u : t — e(!=9* est de classe C* sur [0,77] ;
u' (t) = (1 — £) e~ et on fait apparaiter la forme requise pour le changement de variable :

1 T 70
T) = 1—0)e=tgg
m( ) (1 . Z) T /0 e(1-0)t (1 _ Po) e(1-0)t + po ( )6

= 1 T Po ,
= (1—£)T/O U(t)(l—po)u(t)-q-pou(t)dt

1 1-—
Hypothese : la fonction u — R
upo + (1 —po)u
faire le changement de variable et

T = ——— R 4
m(T) <1—é>T/u<o> <upo+<1—po>u> v

est continue sur u ([0, 7]) = [1,e(1=97]

ensuite on vérifie

1 1 —po _ po+(1—po)u—(1—po)u
u  po+ (1 —po)u u (po + (1 —po) u)
Po

u(po + (1 —po) u)

(1-0)T
i . o 1 ¢ l . 1 — Po
Conclusion : |m(T) = a—or K)T/l (u P p— —po)u> du
c: On sait alors primitiver :
1 L-0T
m(T) = a-or [In (u) —In(po + (1 — po)u)ly
1 (1-0)T
= U-or {(1*£)T*1H (poJr(l*po)e ) +hl(Po+(1*Po))]
1
= a-or {(1 =0T —1In (po +(1- po)e(lfﬁ)T)}

) In (po +(1- po)e(l_g)T)
a 1-0T

donc on peut



Et on trouve ’équivalent en factorisant par le prépondérant :

_ In ((1 _ PO)e(l_Z)T [1 —po/(1— po)e(l_Z)T])

m(T) = 1 —
- 1 (1-0)T+1In(1—py) In(L—po/(1—po)et=H7)
= - (1 — f) T (1 _ Z) T
. _ln (1—pg) In (1 —po/(1— po)e(l—é)T)
= 1-0T 1-0T
_ (1 —po) 1+ In (1 — po/(1 — po)e?=07)
(17E)T ln(lfpo)
In (1 - po)

1-0T

Partie IV : Retour au modéle discret.

1
Soit m un entier naturel non fixé. Avec les notations des parties I et III, on suppose que pg = =, ¢ = 3 et

T=2n(l-\).
1) On a p(t) = (1—7%))51()+£)t+po lourd & utliiser...
p est dérivable sur [0, 7] et verifie p/'(t) = (1 — ) p(¢t) (p(¢) — 1).

Donc p’ est dérivable sur [0,7] comme produit de fonctions dérivables et on a calculé que I112.c)

0 = (=08 000 -1
= -0 B0 - )0 - 1)
= @O -DpOEEO-1)

T
2) On rappelle que pour tout k de [0,n], tr =kd =k— et que py a été défini dans la partie I.
n
Pour tout & de [0,n], on pose e, = p(tx) — pk-

. 62
a: Etablir, pour tout k de [0,n — 1], 'inégalité suivante :  |p (tx41) — p(tx) — 0P/ (k)| < 5

On reconnait I'inégalité de Taylor-Lagrange : avec p de classe C? et |p”| < M sur [tg,t)41] on a (car
ty, et tpy1 € [O,T} )

1 i

(tge1 — ti . M

pn) = 30 B0 ) < M iy
i=0

avec (tgy1 —tk) =0

Et comme p (t) est une probabiltié, p (t) €

|(2p(t) = Dp@) (p () — 1) < 1et [p” (2]

Donc

[0,1] donc —1 < 2p(t)—1<1et -1 <p(t)—1<0donc
<1
S
/ 11 2 1 2
— — < ——= = —
I (te1) = p (te) = 0p" ()] < 5707 = 20

b: Il faut d’abord éclaircir les liens entre les symboles :
T=2n(1-X) dnc2(1-XN=2L=5

P (tk) = (L= 0)p(ty) (p(tr) — 1) = 5p (tx) (p (t) — 1)
Pe+1 = (1 — A)p? + Apy, et on fait disparaitre des expressions : pyy1, p' (), €k et & :
Pour tout k de [0,n — 1],

er[l=1 =X 1A =p(tr) —pr)] = @) —pr) [A+ (1 =) (p(te) + pr)]
Ap () = pi) + (1= ) (p(80)° = p})
= W) — e+ (1= Npte) — (1-N\)p}



et d’aute part :

p(tr) +0p (te) —peyr = p(te) + (1= A)p () (p(te) — 1) — (1= ) p§ — Ap
= Mt + 1= Npte)® — (1 =N pi— i

Conclusion : ’5k 1—1=XN(1=p(tr) —pr)] =p@Er) +p" (tr) — Prt1 ‘

c: Onacegi) = p(tgt1) —prs1 et on voit le %62 apparaitre dans l'expression du 2.a) que ’on reconstitue
donc :

leks1l = |p(trs1) — Praal
= |p(tes1) —p (tr) — 0p" (k) + p (tk) + 0D (k) — Prt1]
< p(tegr) — p (te) — 0p" (te)| — |p (tk) + 60" (tk) — D1l

avec p (tg)+0p" (tr)—pr+1 = ek [L — (1 — A) (1 — p (k) — pr)] reste a voir que |1 — (1 — A) (1 — p (t) — pi)| <
%()\ +2):

Onal<p, <py= % car la suite (pg) est décroissante et 0 < p(t) < p(0) = py = % car p est
décroissante sur [0, 7]

Donc 3 <1—p(tp) —pr <1

et 3 (1-A) < Q=N (1 =p(te) —pe) < (1=N)

et A<1—(1=X)(1—p(ts) —pr) < 243X donc [| < 2 + L\ et finalement

2

1
Conclusion : | |eg41] < 5 + 5()\ + 2)|ex|

d: L’inégalité précédente pemet la récurrence :
Pour n =0:|gg| = [p(0) —po| =0 <6(1 —A)
Soit n € N tel que |ex| < 6(1 — \) alors

5 1 4(1-2)7 1
lek1] < *+*()\+2)|8k-|<u—i—*()\%-Q)ﬁ(l—)\)
8 3 8 3
1—
< ( 2)\)(3)\—1—9) et comme 0 < A < 1
< 12¥§6(1—>\)

Conclusion : | pour tout k de [0,n], Vinégalité : |ex| < 6(1 — A). ‘

1 1
3) Pour tout réel « tel que @ > 18(1 — A), on pose :  N(a) = T In (12(1a N 2).
a: Pour tout réel a > 18(1 — A), on a m — % > 128:3 — % = 1 donc In (ﬁ - %) > 0 et
N (a) >0
t _
b: Montrer que si n < N(a), alors pour tout &k de [0,n], on a : ‘p(;()t)pk < a.
k

c: Montrer que, pour « fixé, )1\1ml N(a) =400

d: Conclure sur la qualité de I'approximation du modeéle discret par le modeéle continu, lorsque A se
“rapproche" de 1.



