Corrigé H.E.C. 2007 maths III par Pierre Veuillez
Un nombre certain de question nécessistant de la finesse dans les calculs ou les raisonnements :
Exercice 5.b) ; Probléme 13.a)b); 5.b); 6.; 7.a); I1I12.b);

EXERCICE

1. On considére R? muni de sa base canonique (e, €9, €3) ; soit ¢ ’endomorphisme de R?, dont la
matrice associée T relativement & cette base s’écrit :

1 11
T=1010
010
Soit @ € R et (z,y,2) € R3.
x l-a)z+y+2=0
(T—al) |y ]| =0<(1) (1-—a)y=0
z y—az=0
y+z=0

— Sia=1alors (1) < { y—z=0 <= y = z = 0 et les solutions sont F; = Vect ((1,0,0))

Donc 1 est valeur propre de T' et son sous espace propre associé est F; de base ((1,0,0))
(libre car un seul vecteur non nul) et de dimension 1.
(l-—a)z+2=0

— Siaw# 1 alors (1) <= (2) y=0
az=10
. r+z2=0 T =—z .
— Si de plus a = 0 alors (2) <= { y=0 = { y=0 et les solutions sont Ey =

Vect (—1,0,1)
Donc 0 est valeur propre de T" et son sous espace propre associé est Fy de base ((—1,0,1))
et dimension 1.

x=0
— Side plus a # 0 alors (2) <= ¢ y =0 car o # 1 et o n’est pas valeur propre.
z=0

Conclusion : ’Les valeurs propres de ¢ sont 0 et 1 ‘
Comme la somme des dimensions des sous espaces propres n’est pas 3,

Conclusion : ’t n’est pas diagonalisable‘

et comme ( est valeur propre alors

Conclusion : ’t n’est pas bijective.‘

2. Soit n un entier de N*. On considére ’espace vectoriel R?"*! 1 muni de sa base canonique
(€1,€2,++ , €an11). Soit t 'endomorphisme de R?*"™! défini par :
— pour tout entier ¢ de [1,2n + 1], avec i #n +1:t(e;) = ey ;
—t(ept1) =e1+ea+ -+ ey

a) On a directement les coordonnées des images des vecteurs de la base donc

1 -« 1 1--- 1
0 10 0

T=1|0 10 0 | avec la colonne de 1 qui est au milieu de la matrice ((2n +1+1) /2 =
0 10 0
0 10 0

n+1)
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b) L’image est engendrée par e; et (1,---,1) qui forment une famille libre, donc une base de
Im (¢).
Donc la dimension de I'image est 2 et (th du rang) dim (ker (¢)) =2n+1—-1=2n—1
Conclusion : |rg (t) = 2 et dim (ker (t)) =2n — 1
¢) Comme dim (ker ()) = 2n — 1 > 1, le noyau de ¢ — 0Id n’est pas réduit a {0}
Conclusion : ’0 est valeur propre de t‘

Grace a la dimension, pour en avoir une base, il nous suffit de trouver une famille libre de
2n — 1 vecteurs de ker ()

(on en a aussi I’équation parameétrée avec t (z1, -+ , Tpi1, ..., Tanp1) =0)
Pouri#n+1lonat(e;—e)=e —ep

Donc ((e1 = €:))ic(1,2n+1]), izni1 €St une famille de 2n — 1 vecteurs de ker (¢) qui est éche-
lonnée donc libre.

Conclusion : | ((e1 — €;))ic[p1,2n+1] €St une base de ker (t)
1#n+1

3. Siv e Im(tot) alors il existe w € E tel que tot(w) =v donc t(t(w)) =wv et v e Im(t) (il
est 'image de ¢ (w) )

Conclusion : |Im (t ot) C Im (¢)

4. Soit t ’'endomorphisme défini sur Im (¢) par : pour tout = de Im (¢), £ (z) = ¢ (z)

2:“ e; = (1,---,1) et on a vu précédemment que B = (eq, 22“ e;) constitue une base de
i=1 i=1

Im ().

On a t(e;) =t(e;) = e; qui a pour coordonnées (1,0) dans B.

On a

2n+1 2n+1
(324) - S
=1 =1
2n+1
= Z t(e;) +t(ent1)
iFnt
2n+1

= 2n'61+Zei
=1

qui a pour coordonnées (2n, 1) dans B.

Conclusion : |La matrice de ¢ dans B est matg (ﬂ = ((1) 2171 )

5. a) Soit A une valeur propre non nulle de ¢, et = un vecteur propre associé a A.
On a alors t (z) = Az et donc z = §t (z) =t et

Conclusion : |z appartient & Im (¢).

b) ker (¢) est un sous espace propre de dimension 2n — 1
Les autres vecteurs propres sont dans Im (¢), donc sont vecteurs propres de # dont la

matrice est (1 21n ) dans B.

0

Matrice triangulaire. La seule valeur propre de t est donc 1, et la seule autre valeur propre
de t est 1.

Conclusion : ’les valeurs propres de t sont 0 et 1
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Le sous espace propre associé a 1 est inclus dans Im (¢) . Mais il n’est pas Im () tout entier
sinon ¢t = Idl ce qui est incompatible avec sa matrice.

Donc le sous espace propre associé a 1 est de dimension strictement inférieure & 2, et donc
de dimension 1.

La somme des dimensions des sous espaces propres est donc 2n # 2n + 1

Conclusion : ’t n’est pas diagonalisable

PROBLEME

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont considérées comme définies sur
des espaces probabilisés non nécessairement identiques, mais qui, par souci de simplification, seront

tous notés (2, A, P)

Partie 1

1

1. On consideére la fonction g définie sur R par : g (x) = g % eIl

o g (@) de = [ jevda

Or f0+°° le *dx converge et vaut 1 (densité d'une loi £ (1) ) donc f0+oo g (z) dx converge
et vaut 1
2

Et comme ¢ est paire, ffoo g (x) dx converge également et vaut la méme chose.

Conclusion : ffoo g(x)de = [ g(x)dr =}

b) g est continue sur R (composée) et positive sur R et fj;og(x) dx converge et vaut

fi)oo g(x)dx + f0+°° g(x)der=1
Conclusion : ’g est une densité de probabilité.‘

Soit Y une variable aléatoire a valeurs réelles admettant g pour densité. On dit que Y suit la loi

1

2. Sur Rton a g (x) = 2e™*, donc ¢ strictement décroissante et pente %1 en 0, limite nulle en +o0

3.

2

(asymptote horizontale)
Et comme ¢ est paire, on compléte par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

a) On a z"e™® = a"e */2e7*/2 avec 2"e~*/? = 2" /e*/? — 0 donc 2"e¢ ™" = o (e /%) .

L’intégrale f0+°° %e’x/ 2dx est convergente (densité de e (%) ) donc par majoration de fonc-
tion positive, f0+oo x"e"*dx converge.

Par parité de x — z"¢g (z) (paire si r est paire, impaire sinon) ffoo x"g (x) dx converge

également.

Conclusion : fj;o x"g (x) dz converge et m, (V') existe

b) Sur RT :u(x) =a":u/ () =rz" ' : v/ (x) = e :v(x) = —€® avec u et v de classe O

/OM x"g (x) dx

M
/ z"e dx
0
u M
([—:ﬂe_ﬂo —/ —Txr_le_xda:)
0

2 e dx

N~ N~ N~

3
o\
¢
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Donc f0+oo z'g(x)de =r f;oo 2" 1g (x) dx et par récurrence fOJrOO z"g (z)dx = r! f0+oo g(x)de =
r!

2
et par parité

Conclusion : |m, (Y) = 0 si r impair et m, (Y) = r! si r pair
En particulier E(Y)=m; (Y)=0et E(Y?)=2donc V(Y)=2-0
Conclusion : |[E(Y)=0et V (V) =2

4. a) La fonction de répartition de Y est donnée par

que 'on calcule séparément sur R* et R~ :

—siz<0:G(x) = [7 jedt avec [} 1eldt = [3e']], = 3" — 3™ — 1e”
Donc G (z) = 3e”
~siz>0:G(z) = fi)oo seldt + [ se7tdt = 5 + [%e*t]g =1—1le=

Conclusion : |G (z) =3e"siz <0et G(z) =1— e ™siz >0

b) Comme g est continue sur R alors G est dérivable sur R et G' =g > 0
Donc G est continue et strictement croissante.
Donc bijective de R dans |lim_ ., G;lim, G[ =]0; 1] car G est une fonction de répartition.

1
¢) Comme 3 € ]0;1[, I'équation G (z) = 3 admet une unique solution.

Et comme G (0) = 1 cette unique solution est 0.
d) G est définie sur R donc si = est dans son ensemble de définition, —z 'est également.
Pour z <Oona—z>0et G(—z)=1—3¢"=1—-G (z)
Pour z >0,0ona -z <0et G(—z)=1e"=1-G(x)
Donc pour tout z réel : G (—z) (1 — G (—z)) = (1 -G (2)) G (2)
Conclusion : |z — G (z) (1 — G (z)) est paire
: In (22 si0<ax<1/2
5. a) Soit F (z) = { I (2((1 )_ z)) sil/2 S; </1
On teste la composée :

Donc F o G = Idg
Et de méme G o F' = Idjg

Conclusion : ’F est bien la réciproque de G‘

On pouvait aussi résoudre G (z) = y pour tout y de |0; 1] la résolution se subdivisant en
y < % ouy > %

b) Ecrire une fonction Pascal dont 'en-téte est Laplace qui permet de simuler la loi £ (0).
On rappelle que la fonction random permet de simuler en Pascal une loi uniforme sur |0; 1].
N.B. On doit écrire une fonction qui donne au hasard une valeur Y vérifiant P (Y < z) =
G (x)

OrF(y) <oz <= y<G(x)pourye|0,1[etz €R
Soit Z < Ul 1 alors pour tout z de [0,1] : P(Z < z) =«
doncavecY =F(Z)onaP (Y <z)=P(Z <G(x)) =G (x) car G(z) € [0, 1]
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Conclusion : | F' (Random) — L (0)
function Laplace :real;

var Z :real;
begin
7Z :=radom ;
if L <= 1/2 then Laplace :=1n(2xZ)
else Laplace=-1n(2*(1-Z)) ;
end ;
Dans le programme principal, il ne faudra pas oublier d’appeler Randomize, pour initialiser
le générateur aléatoire, avant de faire appel & Laplace.

6. Pour tout entier n de N*, on considére la fonction g, définie par :

gn () = g (2) (1 + xe‘”'“”l)

gn est positive et continue sur R.

Raccourci : g, (7) = g (z) + g (z) e ™ avec f (1) = g (x) e ™| qui est impaire.
[g(x)de =1

et comme zg (z) e ?l = e~ (D7l et que son intégrale converge en +o0o (pour la méme raison
qu’au 3.a) ) alors fj;o xg (x) e "*ldz = 0 par parité.

Finalement fj;o gn () dx converge et vaut 1.

Conclusion : définit bien une densité de probabilité sur R. ‘

Pour tout n de N*, on désigne par Y,, une variable aléatoire de densité g,, et on note GG, la fonction
de répartition de Y,,.

7. a) Enchainement : On a |G, (z) — G (z)| =

gu (1) — 9 () d|
Idée ‘ i ‘ < [|] st bornes croissantes et convergence.

Avec g, (t) — g (t) =t e "g (t) donc |g, (t) — g (t)] = [t e"g ().
On étudie les variations de f : ¢ — te™™ sur R* dérivable sur R et f/ (t) = (1 — nt) e ™

t |0 =
lf/—(:)t i 8 : et f(t) <L surRYet[t|e ™ <L surR par parite.
f@) 10 7 5o N0
Donc |g,, (t) — g (t)] < -Lg (t) et par majorations f |gn (t) — g (t)| dt converge et (bornes
croissantes)
[ st -swa< [ lnm-golas [ Sg@a-cw
n - n - > - - X
g o g e —
. 1
Conclusion : | Pour tout réel z : |G, (z) — G (z)] < — x G (x)
ne

b) Comme 1 x G(x) — 0 quand n — +o0, par encadrement, G, (z) — G (x) — 0 et
ne
G, (x) = G (z).

Conclusion : | la suite de variables aléatoires (Y,),,., converge en loi vers la loi £ (0)

N.B. la convergence vers G (x) n’est nécessaire que la o GG est continue (sur R pour une
variable & densité)
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Partie 11

Soit § un parameétre réel inconnu et X une variable aléatoire & densité. On dit que X suit la loi £ (6),
o]
e

si une densité f de X est donnée par : pour tout z réel, f (x) =

Soit n un entier naturel . On considére un (2n + 1)-échantillon (X7, Xy, -+, X9,.1) de variables
aléatoires réelles indépendantes et de méme loi L ()

1. a) On a pour tout z réel : F(z) = [*_ f(t)dt que I'on calcule séparément suivant le signe

de x — 6 :
L oett et o077 o0 M—0 o0

—sizx<O:F = ——dt et —dt=|—| = _ d

S1 v < (I) f—oo ) (6 fM 5 [ 5 }M 5 5 — 5 quan

M — —oc0

6:[70

donc F' (z) = 5

. o0 et o—tH01"
781w>9:F(:L‘):f_HOOTdt+f0 5 dt:%+ [_ 5 ]

0
6—a:+9
donc F'(z) =1— 5

on pouvait aussi effectuer le changement de variable u = t — § <= t = u + 0 dans
t—6

z € =
J© . —=—dt en passant par [},

b) On a alors pour tout z € R: P (X — 0 <x) =P (X <z —0) qui vaut ¢
—x+0

et 1 — sixz—6>0.

Donc (X — 6) a la méme fonction de répartition que £ (0)
Conclusion : |Si X — L (6) alors X — 0 — L (0)

c¢) Comme F(X —0) =0et V(X —0)=2alors X = (X —0) + 0 a une espérance et une
variance.
Conclusion : |E (X)=0et V(X) =2

d) Comme F (z) =P (X <z)=P(X -0 <z —0)alorsavec Y = X — 0 — L(0)
F)=12<=P{Y <z-0)=1<<2—-0=0

Conclusion : | F' (x) = 1/2 a pour unique solution z = ¢

2. Soit  un réel fixé. Pour tout i de [[1,2n + 1]], on note Z; la variable aléatoire de Bernoulli telle
que P(Z;=1)=P(X; <x)

a) Les variables (X1, X, -+, Xo,41) de variables aléatoires sont indépendantes donc 7, Zs, ..

respectivement fonction de X, X, -+, Xo,11 le sont sont également.

2n+1

R/

1=1 7

Sont1 est somme de 2n + 1 variables de Bernouilli indépendantes et de méme parameétre
P (X < x) donc

Conclusion : | Sapi1 — B(2n+ 1, F (z)) et V (Sapt1) = 2n+ 1) F (x) (1 — F (2))

b) Soit Sy,+1 la variable aléatoire définie par : Sop 11 =Y

~ 1 2n+1
3. On pose Xo,11 1 Yo
a) Xony1 est fonction du n—échantillon (X1, Xo, -+, Xopt1)

Donc le biais de X,,,; comme estimateur de  est b= F (anH) —0=0

Conclusion : | X 5,1 est un estimateur sans biais du parameétre 6
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b) Les (X;) étant indépendantes, V (X2,41) = (2n+1 T Sy (X)) = % =52t

et le risque quadratique et : r =V (72714'_1) + b2

Conclusion : |le risque quadratique de X ont1 comme estimateur de 6 est -—=— oT)

+1

Partie I1I
Le contexte de cette partie est identique & celui de la partie précédente.
Pour tout w de €2, on réordonne par ordre croissant les réels X; (w), Xs (w), -+, Xopy1 (w ), et on
note Xi (w), Xz (w), -+, Xops1(w) les nombres ainsi rangés, c’est-a-dire que Xl( ) < X, (W) <

- < XQnH( ). On définit ainsi (2n + 1) variables aléatoires Xl, Xg( ), X2n+]_ telles que
X 1 < X2 - < Xy,41, qui constituent un réarrangement par ordre croissant des variables aléatoires
Xl, XQ, s X2n+1' On admet que P (|:)?1 < )?2 < e < Xgn+1i|> =1.
On s’intéresse dans cette partie a la variable aléatoire )A(nH.

1. a) Onremarque que Ss,.1 compte le nombre des variables X1, Xs, - -+ | Xo,,1 inférieures a x.

Pour tout réel z,
Si[X;+1§;4 alors X; < Xo < -+ < Xppq < 7.

Il y a donc au moins n + 1 des variables X7, Xo, -+, Xo,.1 inférieures a x.

Et leur nombre Ss,, .1 est supérieur a n + 1.

Réciproquement, si So,11 > n+1, il y en a au moins n + 1 inférieures a x et, dans ’ordre
croissant, la n + 17°™¢ le sera.

Conclusion : [)A(nﬂ < :U] = [Sopt1 > n+ 1]

b) On a alors, pour tout x réel, ﬁnﬂ (x) =P ()/(\'nﬂ < x) =P (Sons1 > n+1)

Et comme [Sy,41 > n+ 1] = Uleﬂ (San+1 = j) incompatibles,
2n+1
P(Spns1 >n+1) = Y P(Soupr =)
j=n+1
2n+1
9 1 ) )
= 2 ( " )F (2)’ (1= F ()"
j=n+1 J
2n+1
= 2 1 , .
Conclusion : | F, 1 (z) = Z < n—i— )F (2)! (1 = F (x))>" '
: J
j=n+1

2. On note };H une densité de )?n_i_l, et g1 une densité de ()A(nH — 0).

a) Pour tout j de [[0;2n]], on peut écrire les coefficients sous forme factorielle (j+1 < 2n+1)
et

U+D(%H%) :(j+n('@n+n!

j+1 i+ 1) (2n—j)!
Cn+ 1! 2n+1-—7)
12 +1—j)!

= @2n-j+1) (2”j.+ 1)
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Conclusion : | (j + 1) (2”+1) 2n—j+1) (Q"H) .pour tout j € [[0;2n]]

b) ﬁnﬂ est continue et dérivable sur R donc Xn+1 est & densité et une densité est :

Déja vu en HEC III 2002 (on garde le (2n — j + 1) tel quel, et la puissance 0 pour
J = 2n+ 1 ne se dérive pas comme les autres)

2n+1
Bl = Y (2"j,+ 1> JF (@)1 (1 = F (2)) F' (2) réindexé k = j — 1
j=n+1
2n+1 om

- o+ 1— Fzf (1= F ()" F (z) - 0
2w (7))

- kZ(k' D (D F@ as FePt e
—Z D (N FEr 0 F@

- () ervrera-F@r e

avee (n + 1) (2n+ 1) _ @n+1)(n+1)

n+1 (n+1)n!

(2n +1)!
(n!)*
c¢) La fonction de répartition de ()A(nH — 9) est donnée par : @nH (x) =P <)A(n+1 —0< :L‘) =

F\n+1 (z+0)
Donc@nH est continue sur R et C' sur R, ()A(nﬂ — 0) est & densité et une densité est :

Gn+1 (x) = é%ﬂ (x) = F;L+1 (x + 8)
Donc

(F'(2))" (1= F ()" f ()

Conclusion : | Pour tout x réel : f, 1 (x) =

Oni1 () = J?n+1 (x+0)
n !
B %(”“9))”(1—F(a:+9))"f(x+9>
- %(G@))"(I—G(@)"Q(l‘)

puisque I’on a vu précédemment que la loi de X —6 était £ (0)donc F' (z +0) =P (X <z +0) =

P(X — 0 <z)=G(x) et de méme pour leurs dérivées f et g.

d) Comme z — G (z) (1 — G ()) est paire et g également alors x — z (G (x))" (1 — G (2))" g ()
est impaire

. oo~ A8 —a/2 .
On note ensuite que [~ 2g,.1 (z) dz converge, grace & e=* = e */2¢7%/2 qui donne la
q 0 In+ )
convergence par domination.
o . 400  ~
Donc, parité f_oo ZGn11 () dx converge et est nulle.
Donc X,,.1 — 6 une espérance, qui est nulle, £ ( X,,.;] = 6 le biais de X,,.; comme
n+ P y 4 ) n+ n+

estimateur de 6 est nul.

~

Conclusion :| X, 1 est un estimateur sans biais du parameétre 6
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3. Dans cette question, on étudie le comportement de la suite ()A(nH) , lorsque n tend vers
neN
+00. ©
On désigne par h,1 une densité de la variable aléatoire v/2n + 1 (Xn+1 — 0).

a) Pour tout réel z, on a :

[\/m ()A(nﬂ - 9) < ﬂi} = [(Xnﬂ — 9) < \/%Tl

donc la fonction de répartition de v/2n + 1 ()?nﬂ — 9) est FAInH (x) = @nH (
dont la dérivée est une densité

[ () = \/%éd"“ (\/%T)
= (—%)

n ! - ! _r ' ——

- ¢z§ﬁx@<n!+>21) (G<W>) (1_G<m>) g(v2”+1)

b) Lorsque u tend vers 0,

e =1—u+su?+ v (u) et In (1 —u) = —u+ uey (u) avec & (u) — 0
c¢) Soit x un réel fixé.

On étudie pour x > 0; on rappelle que G (L) =1-—le.

T
2n+1

Lorsque n tend vers 400, avec u = — 0

!

Q

(1) (o ()

1 1 1
1— 3 (1 —u+§u2+u251 (u))) (1 —u+ §u2—|—u261 (u))

(
(
(1 +u— %uz + u?ey (u)) (1 —u+ %uQ + ue; (u))
<1 + u? (% —1- %) + u’e3 (u)>

(

o (@)

et par parité, cela est encore vrai pour x négatif.

I e B~ B N B N

Conclusion : ’La, relation est vraie pour tout x réel‘
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d) On a alors

_G<

T

Van +1

)

(i _
- "4 om+1 ‘\(@2n+1)
2 1
= —In(4)+In (1 ~ T +O((2n+1)))
x? 1
= —In(4)+In (1 ~ T +O((2n—|—1)))
22
= -5 O((Zn—l—l))
et
x x "
"G —m= | |1 -G | ——
() (-9 (75))
x? 1
= expn {111(4) In(4) — 1 +o0 <(2n—|— 1))}
= exp { ]
— e |-y o)
— e "2 quand n — +o0
Conclusion : n1—1>I—I|—1c>o 4" {G <\/%T> <1 -G (\/QET))] =% /?
e) On admet que lorsque n tend vers 400,
2n i 1
n 4 \/ TN
On avait
~ 1 (2n +1)! T " x
Pry1 () = X 5 G . g
V2n +1 (n!) \/Zn—l— v2n +1 Vv2n +1
avec g (ﬁ) —g(0) = 3.
| |
On multiplie et on divise par 4", et on découpe (2n +21)' _ @n+1) 2(271). pour faire
(n!) (n!)
. (Qn)
apparaitre
n
~ 2n+1 1 /2n\ (2n)! ( < T >)n( < x >)n ( x )
hy = — "G 1-G| — —_—
+1(2) Van+1 4"(n) (n!)2 Vn+1 Vn+1 g V2n+1
2n+1 1 67$2/21 _ 2n(1+1/2n) 1 a2 _ 1+1/2n 1 a2
V2n +1+/mn 2 2y2n\/1+1/2n N V24/1+ 1/2n\/_
1 2
—z2/2
— \/ﬁe
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Deux quantité équivalentes ayant méme limite,

—x2/2

Conclusion : | lim h,41 (z) = e
n—+oo

1
V2T

4. On admet que le résultat de la question précédente entraine la convergence en loi de la suite

de variables aléatoires v/2n + 1 <)?n+1 — 9) vers une variable aléatoire qui suit la loi normale

centrée réduite.

On pose
o 1,96 PN 1,96
L= Xpp1 — ot Jy= Xy + e
RV a1
On a
1,96 = 1,96
0e |l J)) = <X, —-0< ————
(6°€ [In; Ju]) Von+1 i \/2n+1)

(v
= (=196 < V2n+1 (K1~ 0) <1,96)
)

et comme la loi v/2n + 1 ( w1 — 0 converge vers N (0,1) on peut approcher par celle la

donc
PO el[l,;J,)) ~ ®(1,96) — P (—1,96)

~ 29 (1,96) — 1
~ 0,95

Conclusion : |[I,; J,,] est un intervalle de confiance au niveau de confiance 95%

> 1,96 1,96

L Pt 1 Von + 1

(on rappelle que si ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on a
®(1,96) ~ 0,975 )

I, = et J, = )?nJrl +
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