Corrigé HEC Eco 2008 Maths III par Pierre Veuillez

EXERCICE

Etant donné un entier n supérieur ou égal & 2, on considére un nuage de n points du plan, c’est-a-dire
un n-uplet ((z1,v1), (T2,92) -+, (Tn, Yn)) d’éléments de R%. On suppose que les réels zy, x5 - -+ (resp
Y1, Yo+ -+ ) ne sont pas tous égaux.

On appelle moyenne arithmétique T et écart-type o, du n-uplet x = (x1, 29, ,x,) les réels suivants :

n

1 1 9
T==Y 2 et o,=,|= ~-T
- ket o - Z (xp — )
k=1 k=1
On définit de méme la moyenne arithmétique 7 et I'écart-type o, du n-uplet v = (y1,y2,- -+ ,Yn)

La covariance cov (z,y) et le coefficient de corrélation linéaire r (x,y) du couple (x,y) sont donnés
par :
@) =2 @D D) o rloy) = S ED
cov (z,y) = — Tp — T - et r(z,y) =
Y n 2 k Y — Y Y 7o X 0,
Soit f la fonction définie sur R? & valeurs réelles qui, a tout couple (a, b) de R?, associe le réel f (a, b)
tel que :

n

fab)=> (azp+b—y)°

k=1
1. Les fonctions (a,b) — a et (a,b) — b sont C? sur R? donc (a,b) — azy + b — y;, est somme de
fonctions C? et f est C? comme composée et somme de fonctions C? sur R?

2. a) %(a,b) =1 12(a x,+b—yy) xy et %(a,b) =Y 2(ax+b—y)

Donc (a,b) est un point critique de f

a Zn_ £C2 + bzn_ T — zn_ YT = 0
— (S k=1"Tk k=1 k=1

( >{ a Yoy T +nb—3 0y =0
b) par L; — %22:1 xrLo on a :
n n 2 n n n

a [Zk:l Th — % (D ket k)| = Dy YTk + % D k1 Yk Do Tk =0

(S) = N N
a Y o Tet+nb—> 1y=0

Il faut faire apparaitre les quantités T = %22:1 ry que l'on a par |> ) 2y =nT

02 =13 (2 —7)° donc

T n

n

Y (m—1)? = Zn:xi - %Zn:a:k + Zn:#
k=1 k=1 k=1

k=1
n n
= E xi—2n52+nf2:§ r} — T’
k=1 k=1

donc | Y} _, 2 = no2 + nT?

cov (z,y) = ;

T n
n

n

(@ —T) (e —7) = D Tk =T Y=Y _ T+
= i b1

= Zxk Y —2nTY+nT Y
k=1

Ty
1

k=1 k=
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donc | > 7 xp yp =n cov(z,y)+nTY

a ne2+nz>—nx?—n cov(z,y) —nzy+nzcy=0

(5) ant+nb—ny=0
a o —cov(z,y) =0 n _\2 , .
(z){ CT+b—F =0 or » ., (x —)” # 0 car les x;, ne sont pas tous égaux (a
7 ) donc 02 # 0
~ cov (z,y)
- 2
= cov (1)
b=y
o

L cov (z cov (z
Conclusion : | f admet un unique point critique (a,b) = ( (Q’y)7 (2 ) T -+ y)
o2 o2

r= daQ L (a,0) =230 2} = 2n (02 +7?)

S_dadb(a’7b) 2> 1 Tk =2nT

t= 8b2 f(a,b) =23 1=2n

Donc en (a, b) on art — s* = 4n? (02 + 7?%) — 4n’7? = 4n?02 > 0

f présente donc un extremum local en <€L, b) et comme r > 0, ¢’est un minimum local.

cov (z,y) cov(z,y)
o2 B o2

a gy 957% +0 g T — ;Zzl Y = 0

a Y Tp+nb—>, y,=0

On calcule avec : (&, B) = ( T+7

qui sont solutions de { .. on va s’en resservir

pour simplifier

f(ab) =

= <d2x2+32+y,§+2dﬁkB—dekyk—%;yk>

. 2
(dajk—i-b—yk)

M:

k=1

3

= AQZ%-}—nszLZyk—i—Za bZIk—QaZQEkyk_zbek

ou on fait reapparaltre les condltlons de minima
n n n n n
= d[dei+ bZazk—ZzL‘kyk nb+d2xk—2yk]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
+ =y wmye—bY
k=1 k=1 k=1
n n n

= > yr—ay my—bY

k=1 k=1 k=1

= no,+ny — cov (,y) (n cov(z,y) +nzTyY) — (——COV <x’y>f+ @) ny

+b

2 2
0z 0z

cov (x,y) .y, cov(z,y)_
= nai—a—i(n cov(a:,y)—l—n:cy)—l—a—%:cny
_ 2 Cov (33, y)
= no, — =
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d’autre part

naz (1 — 7% (x, y)) = naz (1 _ VAR Y (z, y)Q)

2 2
o3 X 0o,

2 Cov (.I', y>2
= no, —N———/——
Y o2

T

Conclusion : | f (d, 8) =no, (1 —71%(z,y))

3. a)f (d, B) est une somme de termes positifs donc f (d, 3) >0 et donc 1 — 72 (z,y) > 0.

Conclusion : ||r (z,y)] < 1.

b) Lorsque |r (z,y)]=1ona f (d, l;) = 0 donc

. 2 . 2
py- <€L T +b— yk> = 0 et (somme de termes positifs), (d T +b— yk> = 0 pour tout

Conclusion : |pour tout k : yx = a xp + b les points sont alignés.

PROBLEME

Dans tout le probléeme, N désigne un entier naturel fixé supérieur ou égal a 2, et p un réel fixé de

'intervalle |0, 1].

On pose : ¢ = 1 — p. Soit n un entier naturel quelconque.

Dans une population de /N individus, on s’intéresse a la propagation d’un certain virus.

Chaque jour, on distingue dans cette population trois catégories d’individus : en premier lieu, les

individus sains, c’est-a-dire ceux qui ne sont pas porteurs du virus, ensuite les individus qui viennent

d’étre contaminés et qui sont inoffensifs pour les autres, et enfin, les individus contaminés par le virus
et qui sont contagieux.

Ces trois catégories évoluent jour apres jour selon le modéle suivant :

— chaque jour n, chaque individu sain peut étre contaminé par n’importe lequel des individus conta-
gieux ce jour avec la méme probabilité p, ces contaminations éventuelles étant indépendantes les
unes des autres;

— un individu contaminé le jour n devient contagieux le jour n 4 1;

— chaque individu contagieux le jour n redevient sain le jour n + 1.

On note alors X,, le nombre aléatoire d’individus contagieux le jour n.

On remarquera que si, pour un certain entier naturel ¢, on a X; = 0, alors on a aussi X;.; = 0.

Les variables aléatoires Xy, Xi,..., X, sont supposées définies sur un méme espace probabilisé

(Q,A,P), et (X,) désigne, pour tout n de N, 'espérance de X, .

Partie I. Un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que 'on a : N = 3 et p = 1/3. On considére les matrices
S et R suivantes :

9 4 49 0 1 —-61
0450 1 0 5 0
5= 0100}’ = -1 0 1 0
0000 0 -1 0 O

L’ensemble M, (R) des matrices colonnes a quatre lignes est confondu avec 1'espace vectoriel R*.
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1. Par la méthode de Gauss :

0 1 -6 1 1 0 00
1 0 5 0 Ly = L 0100
L2 — L1
-1 0 1 0 Lot Ly — L 0010
0 -1 0 0 32 5 \0 001
1 0 5 0 01 00
— 0 1 —-61 1 0 00
0O 0 6 0 0110
0O -1 0 0) Ly+Ly— Ly \O O O 1
10 5 0\ Li—5Ls (01 00
— 01 -6 1 Lo+ Ls 1 000
00 6 0 L3/6 0110
00 —6 1 Ly+ Ls 1 0 01
1 000 0 1/6 —=5/6 0
0101 1 1 1 0
loo1ol 275 o1 16 0
0 0 01 1 1 1 1
1 000 0 1/6 —=5/6 0 0 1/6 —=5/6 0
01 00 0 0 0 -1 . ) 410 0 0 -1
=100 1 0 0 1/6 1/6 0 Donc R est inversible et R~ = 0 1/6 1/6 0
0 0 01 1 1 1 1 1 1 1 1
2. a) En s’inspirant de la question b) on teste si les colonnes de R sont propres pour S :
9 4 4 9 0 0
0450 1 - s
0100 1| = 1 donc —1 est valeur propre de S associé a (0,1, —1,0)
00 00 0 0
9 4 4 9 1 0
0450 0 0
010 0 ol = 1o donc 0 est valeur propre de S associé a (1,0,0,—1)
0000 -1 0
9 4 4 9 —6 —30
0450 5 5 s
0100 1 1 donc 5 est valeur propre de S associé a
00 00 0 0
(—6,5,1,0)
9 4 4 9 1 9
0450 0 0 s
010 0 ol =10 donc 9 est valeur propre de S associé & (1,0,0,0)
00 00 0 0
Conclusion : | —1, 0, 5 et 9 sont des valeurs propres de S.

b) S étant d’ordre 4, et ayant 4 valeurs propres distinctes, la concaténations des vecteurs
propres associés forme une base de R*.

-1 0 0 0

0 0

Donc R7'S R = 00
0 0

0
5
0

O O O
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c)

et pour tout n € N: S" = RD"R™!

0 1 -6 1\ /(-1)" 0 0 0\ /0§ =2 0
1 0 5 0 0 00 O0fJlOo0 0 -1
(-1 0 1 0 0 05 0[]0 & 5 O

0 -1 0 0 0o 00 9/ \11 1 1

gn  9n—5n gn —5m  9n

1 n 5kn 5En 5 n
1o B S o
6 6 6 6
0 0 0 0

3. Soit n un entier fixé de N.

4. On suppose, uniquement dans cette question, que X suit la loi binomiale de paramétres (3, —)

a)

c)

d)

Sachant (X,, = 0), aucun n’est contagieux donc (X, 1 =0) et donc Px, o (X,11 =0) =
1:
PXnZO (XnJrl == 1) =0: Pano (Xn+1 == 2) =0: PXn:O (Xn+1 == 3) =0

b) Sachant (X,, = 3) on a alors (X,,+; =0) donc Px,—5(X,,;1 =0)=1:

Px,—3(Xpt1=1)=1:Px,3(Xpy1=2)=0:Px,—3(Xy:1=3)=0

Quand [X,, = 1]ily a alinstant n , 2 personnes pouvant étre contaminés indépendamment
par le seul contagieux, donc avec une probabilité de p = %

Donc X1/ [Xn =1 — B (2, %)

Quand [X,, = 2] il y a & l'instant n un seul individu pouvant étre contaminé par I'un ou

lautre des contagieux (indépendamment).
La probabilité qu’il ne soit pas contaminé est donc % . % = g et la probabilité qu’il le soit
est de g

Donc X,41/ (X, =2] — B (1, 3)

Xpi1/[Xn=1 =B (2, %) donc E (X,41/X,=1) =2
Xpi1/[Xn=2]— B (1, %) donc F (X,11/X, =2) = %

1
3

a) X1 (Q2) = [[0,3]] et avec le systéme complet d’événements (Xo = 1), 3
P (X1 - 0) - PX():O (Xl - 0) P (X() - 0) ‘I— PXQ:l (X1 - 0) P (Xo - 1)
+PX0:2 (X1 == 0) P (XO == 2) + PX0:3 (Xl = 0) P (XO - 3)
_ (3 (2 3%_ 2\ 2\ (3\1 (2 2+_4 3\ /1 22_+1 1\°
— \0/ \3 0/ \3 1)3\3 9\2/\3/ 3 3
8 44 4 2 1 17
27T 99 9 9 27 27
2\° 2\°
P(X,=1) = PXOOQXl_l)(g)<+PX01(X1:1)<§)
Py (X1 = 1) 2 + Py (Xy = 1) =
X0:2 1 — 9 X0:3 1 — 27
214 52
= 0424 -=
2339 790 "
_ 16 10 _26
81 81 81
1\? /2\? 4
P(X;=2) =0 - - 04+0=—
(X1 ) + <3) (3) + 0+ 31
P(X;=3) = 0
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(X1 = 3) n’est possible que s’il y a au moins 3 individus non infectées et une de plus pour
infecter ces trois la. Donc impossible ici.

2% 8 32
E'(Xl)—o—i-g—Fg—g
b) On a
: . . 2 4
Y E(X1/Xo=0)P([Xo=1i]) = OP (Xo = 0) + 2P (Xo = 1) + 5P (Xo = 2) + 0P (X = 3)
1=0

2.1/2\* 4, /1\’2 8 8 32
33<3> "9 (3)3 AT TR

Conclusion : | E (X;) = ZE (X1/Xo =1) P ([Xo =1])

=0

5. Pour tout entier naturel n, on considére le vecteur U,, de R* défini par :

Up, P ([X,, =0])
oo e |2 P ([X, =1])
" wy, P ([X, =2])
tn P ([X, = 3])
a) OnaP(X,=0+P(X,=1)+P (X, =2)+P (X, =3) =1 ( systéme complet d’événe-

ments) donc
Up + U, +w, +t,=1
b) Avec le systeme complet d’événements ([X,, = i]),;cs ona:

4 4
4 4
1
P(X,41=3) = OP(X,=0)+0P(Xo=1)+0P(Xy=2)+0P (X, =3)

1
Donc U, = 55 U,

1
Conclusion : U, 1 = §S U,

c¢) Conclusion : | M = 55 = §RDR_1 donc les valeurs propres de M sont celles de %D soit
1 5
—§,0, 9 et 1.
gn gn _ [n gn _ 5n gn
INT1 0 g (=D"+35" 35" =2 (=1)" 0
d) M» = (= 6 6° 6 6 .
= (5) [0 B O B
0 0 0 0
Donc u,, = ug + (1 — (g)n) Vg + (1 — (g)n) wo + tg avec tog +ug =1 — vg — wy
Conclusion : |u, =1 — (g)n vo + wo)
Conclusion : |v, = (5 ()" +§(5)") v+ (§(5)" — 5 (5)") wo
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6. On pose : F = J [X,, = 0]

a)

b)

n=0
F signifie que X,, = 0 au moins une fois (il existe une date a laquelle aucun individus n’est
plus contagieux.) donc que le virus a disparu.
F n’est pas une réunion d’incompatibles....

Pour tout entier n : P(F) > P(X,, =0) = u,, — 1 donc le virus finit par disparaitre
presque stirement, quelle que soit la loi de la variable aléatoire initiale X

Partie 1I. Le cas général

On suppose que pour tout entier naturel n et pour tout entier i de [[0, N]|, on a : P (X, =i) >
0. On suppose également que pour tout couple (i,7) de [[0, N]], le réel ¢;; défini par : ¢ ; =
Pix,=i ([Xpn41 = j]) est indépendant de n.

Soit () la matrice de My (R) définie par : @ = (g; ;)

0<ij<N

1. a) Pour tout j de [[0, N} : qo; = Pix,—0) [Xn+1 = J]
Quand X,, =0, il n’y a plus de virus et X,,;; = 0 donc
Conclusion : |qp; = 0sij# 0 et go=1
Quand [X,, = N] tous les individus sont guéris le jour n + 1.
Conclusion : |gn; =0sij #0et gvo=1|
Si [X, =i, il y a au moins ¢ individus guéris an+ 1 donc X, < N —i < Nsii>0et
si X,, =0 alors X,,,1 = 0.
Dans tous les cas, X,, 11 = N est impossible.
Conclusion : | ¢; y = 0 pour tout i de [[0, N]]
b) Si [X, =1, il y a au moins ¢ individus guéris & n + 1 donc X,,;1 < N —i et [X,11 = j]
est impossible si j > N —1
Conclusion : |si j > N — 1, alors ¢; ; = 0.
c¢) Pour tout ¢ de [[1, N —1]], quand [X,, = i], pour chaque individu, la probabilité d’étre
infecté par chacun des malade est p.
la probabilité de n’étre infecté par aucun des malades est donc (1 — p)" = ¢' et la proba-
bilité d’étre infecté est donc (1 — ¢°)
les N — ¢ individus sains étant infectés indépendamment
Conclusion : ‘Xnﬂ/ (X, =1 —>B(N-i,1-4q")
1
0
2. a) En s’inspirant de la partie I, la premiére colonne de @ est (go,j)ocjcn = _ donc
0
1 1
0
Q| . | =1 . | et est valeur propre de @ associé¢ a (1,0,...,0)
0 0
V(0)
: V(1) .
b) Soit A une valeur propre de @, et V = . un vecteur propre associé a .
V(N)
On pose : |V (i)| = OISIle%)](V’V(j)L
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Comme les |V (j)| sont positifs ou nuls et non tous nul (un vecteur propre n’est pas nul)
alors la composante V' (i) n’est pas nulle.

La ligne i du systéme QV = AV est >0, ¢;;V (j) = AV (i)
Donc |AV (i)| = ’Zjvzl 4.V (])‘ < Zjvzl lgi;V (j)] les q; ; étant positifs :

ALV (@) < Zqz',j V)l < Zq” V()] = IV(i)IZqi,j

et Zjvzl ¢i; = 1 ((Xs41 = j) est un SCE avec la probabilité conditionnelle sachant (X,, = i)

Conclusion : | |A\ <1

P ([X, =0])
3. On pose pour tout entier naturel n : U,, = )

(Xn = J)jcio,n) st un systéme complet d’événements donc
N
P(Xpp1=1) = Z Pix,=i (Xn+1 =7) P (X, =)
=0
N
= Z qi ;P (Xn = Jj)
=0

qui est la i + 1™ ligne de QU,, (en partant de la ligne 1 pour i = 0)
Conclusion : ’ Upi1 =QU, et M = Q‘
On suppose jusqu’a la fin de la partie IT que la matrice M est diagonalisable, et que B = (Vj, ..., V)

est une base de vecteurs propres de M telle que, pour tout k de [[0, N]] le vecteur propre Vj
est associé & une valeur propre A\

1
De plus, on suppose que : \g =1, Vo = | . | (vecteur propre que 'on avait donné.)

0
et que pour tout k£ de [[0, N]], on a : |A\x] < 1 (on avait déja |A\x| < 1)

N
4. On décompose alors le vecteur U, sur la base B : Uy = Z o Vi
k=0

a) Ona U, = M"Uy =Y, arM"V;
Et comme MV} = AV}, on a alors M"V;, = (A)" Vj et

Conclusion : |U, = Zi\f:o ar (M\)" Vi

b) On note, pour tout couple (k, i) de [[0, N])* Vi (i) la (i 4 1)-itme composante du vecteur

Vi.
P [X, = i] est la i*™ composante de U, = Y r_, ax (\r)" Vi donc somme des i com-
posantes de Vj

Conclusion : |P [X,, =i] = Zi\;o o (A)" Vi (0)
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c) Or, (\)" —0si k#£0car \, <1,et (N\g)" =1doncP[X, =i] = fo:o ar (Ap)" Vi (i) —
Oé()% (Z) .
Or V(i) = 0sii # 0 donc
Conclusion : | pour tout ¢ de [[1, N]], on a : lim,,_, 1~ P ([X,, = 7]) = 0.

d) Donc P (X,, > 0) — 0 et la probabilité que le virus disparaisse ((X,, =0) = (X, > 0) )
tend vers 1.
Et comme P (F) > P (X,, = 0) alorsP (F) =1

Conclusion : | le virus finit par disparaitre presque stirement,
quelle que soit la loi de la variable aléatoire initiale X,

Partie II1. Estimations ponctuelle et par intervalle de confiance de p

On suppose que le paramétre p, qui exprime la probabilité qu'un individu contagieux transmette le
virus & un individu sain, est inconnu, et on cherche a I’estimer.
On rappelle que : ¢ =1 — p.
Pour m entier supérieur ou égal a m, on considére un m-échantillon (Y3,Ys,...,Y,,) de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi de Bernoulli de parameétre p, définies sur un espace probabilisé
(Q,A,P) o
On pose : Y,, = % Yo Y
Dans toute la suite de cette partie, on note € un réel strictement positif quelconque.
Loa) B(Ya) =5 XL E(Y)="2=p
Donc le biais de Y, comme estimateur de p est F (Y_m) —p=0
Savarianceest : V (L 37" V;) = L5 37" V (V) car les Y; sont indépendantes. et V (Y;,) =

mpg _ pq
m? m

pq
m

SN . : . P4 (2
Conclusion : | Donc son risque quadratique est : 2 + 0% =

b) pe [V /5Tty fa] = [ —nl < /2

Donc (Bienaymé-Tchebycheff)
— 5 — 5
V m V m
Or p — p(1 — p) est maximale en p = % et vaut 4—11 en ce point donc
_ 5 — 5 1
Plpe |Vm—1/ = Vm+y/—||>1-= =095
m m 20
— 5 — 5} )
Y, — 1/ —,Y,, +1/—| est un intervalle de confiance de p .|
m m

au niveau de confiance 0, 95

5
S

o2

3

Conclusion :

2. Soit 0 un réel positif.
a) [Yin—p>e| =[Vo >e+p|] = [mbY,, >mb(c+p)| = [exp (mbY,,) > exp (mb (p +¢))]
Conclusion : |P ([Y,, —p > €]) = P ([exp (m#Y;,) > exp (mb (p +¢€))])
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b) L’espérance est alors

E(T) = Y kP(T=k)

kET(R)

= Y kP(T=k+ Y  kP(T=k) avec
keT(Q):k<a k€T (Q):k>a

> kP(T=k) > ) aP(T=k)=aP(T >a)
keT(Q):k>a keT(Q):k>a
E(T
Conclusion : | P ([T > a]) < (T) pour a >0
a

c¢) Soit g la fonction définie sur R* par : g () =In(p €* + q).
De la question précédente on déduit :

P ([Y_m—p > 5]) = P ([exp (mHY_m) > exp (mb (p+6))D
E (exp (m@Y_m))
exp (ml (p+¢))

car exp (mf (p+¢)) >0

Reste & calculer

exp (m@Y_m) = exp (0 Z Yk> = H exp (AY)) indépendantes donc
k=1
E

B (exp (mi¥) = [

et E (exp (0Y3)) = €% + €’p = ¢ + ¢’p donc

m

[[E@Ep@n) = (a+ep)"

) = exp (m In (q + eep))
= exp(mq (0))

Finalement,

exp (mq ()
P([Yn—p>e]) < o (0 (p 1 ) =exp (m[g(0) — 0 (p+e)])

Conclusion : |P ([Y,, —p >¢]) <exp(mg(8) — 0 (p+¢)])

d) Sur RT p e® + ¢ > 0 donc g est de classe C? sur R comme composée de fonctions C?
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"(z) = e’
g9 (x) s
T (pe® +q) — pe*e
g'(x) = ( . )
(pe” +q)
__ pge”
(pe” +q)
e’ (pe® + q) — 2pe”e”
9" (&) = pq ( - )
(pe” +q)
B e*q — pe®e”
(pe +q)
. z 94— D€
= pge
(pe” +q)
nulle en e* = ¢/p ou
pq’
9" (In(g/p)) = —F—
q
e
_ _re 1
(pg+aqp)” 4
x 0 In(q/p) +00
q — pe” Nt 0 N\~
9" () + —
9" (x) /i N
1
Conclusion : |pour tout z de R, : |¢" (x)| < 1

2
e) On étudie la différence :h () = g () — Op — % qui est C? sur RT

W) = g0 -p— "
WO = g6 - <0

avec ¢' (0) = = p donc K’ (0) = 0 et A’ décroissante donc b’ < 0

o
h(0) =g (0) =In(p+q) =0 et h décroissante donc

2
Conclusion : | g (0) < 0p + %

f) h(:v):%z—gzc.

h est dérivable sur R™ et b/ (z) = § —¢
En 400 : h(x) = 82 ex =2 (3 —£) = 400
x 0 4e +00
R (x) — + affine
hiz) |0 N\, —2% /" +oo

Conclusion : |Et on a donc h (z) = % —ex > —2¢% pour tout z > 0.

On met les inégalités bout & bout :
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P([Yu—p=e]) < exp(m[g(0) —0(p+e))

< exp (m [Qp—f- éQZ — 9(p+5)D = exp (m EW — esD

L’inégalité h (z) > —2¢2. n’est pas ici dans le bon sens.
Mais I'inégalité précédente est vraie pour tout ¢ > 0, donc en particulier pour 6 = 4¢ ol
Pon a exp (m [£6% — 62]) = exp (—2me?) et donc

Conclusion : |P ([Y,, —p > ¢]) < exp (—2me?)

3. Onpose: W,, = 23" (1-Y))
1 — Y, est une variable de Bernouilli de parameétre ¢
Donc on retrouve la propriété précédente en substituant p & g et ¢ a p

Conclusion : | P ([W_m —q> eD < exp (—2me?)

— 1 — —
4. On ret ille W, =1—- — Yi=1-Y,
a) On retravaille m;

Donc
Wn—q>¢] = [1-Y,—q>¢]
p— Y > €]
= [Y—p<e
et comme

[|Yoo—p|>e] = [Ym—p<e]U[Ym—p>e¢

réunion d’incompatibles

~

Pl[V—p|>e] = P[Vu—p<e]+P [V, —p>¢]
= P[Wn—q2e] +P [V —p>¢

Conclusion : | P (|Y_m — p‘ > 5) <2 exp (—2m€2)

b) Sachant que In (0.025) ~ —3.688, pour ¢ = y/ 124 on a

L84
= 2 m
26—3.688

2-0.025 = 0.05

[1.844 |— /1.844 —— /1.844
Donc avec € = | ——, [Ym —/— Y+ —] est un intervalle de confiance au
m m m

niveau de risque 0.05 ou de confiance 0, 95

— s p— /5
Y, — 1/ —, Y, + 1/ — | pour la méme confiance.
m m

un intervalle 1/5/1.844 = 1.6 fois plus petit. (un petit mieux pour un gros travail!)

. 2
%2¢ 2me

Précédemment on avait
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