Corrigé HEC 2012 Eco par Pierre Veuillez

Exercice
Soit m un réel strictmeent positif et f 'endomiorphisme de R?* dont la matrice dans la base canonique
0 1/m 1/m?
de R3 est donnéepar: M= | m 0 1/m |,
m? m 0
1. Soit u = (z,y,2) € R?
z Ly+ Lz=0
ueker(f)<= M| y | =0 ¢ me+-2=0 et commem#0
2 m2x +my =0
z=—my
= 20=0 <= zr=y=2=0
T = —%y
Conclusion : | Donc ker (f) = {0}, donc f bijective et M inversible et Im (f) = R3
0 1/m 1/m? 0 1/m 1/m? 2 = L
2. a)yOnaM?=m 0 1/m m 0 1/m|=(m 2 - |=M+2I
m? m 0 m? m 0 m? m 2
b) Donc M? — M — 21 =0 et le polynéme P = X? — X — 2 est annulateuir de M
¢) Donc, si « est valeur propre de M alors P («) = 0 ce qui a pour solutions « = —1 et o = 2
(ce sont les seules car il n’en a pas plus de 2)
Conclusion : ’Les seules valeurs propres possibles sont donc o = —1 et 2.
Reste a vérifier si elles le sont ou pas :
Pour o = —1 :Soit (x,y,2) € R3
T T+ %y + #z =0
(M+1I)| y | =0 me+y+-2=0 et commelL; =-5Lset Ly==LLs
2 m2x +my+z=0

= mir+my+ =0 2=—mz —my
Les solutions sont donc E; = Vect ((1,0,—m), (0,1, —m)) # {0}

Conclusion : |Donc 1 est bien valeur propre et est associé a Vect ((1,0, —m), (0,1, —m))

La famille de deuxc vecteurs non proportionnels ((1,0, —m), (0,1, —m)) est donc généra-
trice de E; et libre. C’est donc une base de E; et

Conclusion : | dim (£;) = 2.
Pour a = 2 :Soit (z,y,2) € R?

x —2x+%y+#z=0
(M=20)| vy | =0 mx—2y+ ~z=0
z m?x +my — 2z =0
m2 m
—2x+%y+#(7x+5y):0 I
3 3,
— mx—2y+%(m72x+%y>:0 =g amr -5y =0
p=g 4y FT T RY
0=0
Yy =mx
= y=mz <:>{ 2
m? z=mx

Les solutions sont donc E_5 = Vect ((1,m, m?))

Corrigé HEC Eco 2012 Page 1/ 16



Conclusion : | Donc —2 est bien valeur propre et est associé a Vect ((1,m, m?))

et ((1,m,m?)) en est une famille libre (un seul vecteur non nul) et génératrice, donc une
base.

Conclusion : |dim (E_5) =1

Conclusion : ’Les valeurs propres de M sont donc o = —1 et 2. ‘

La somme des dimensions des sous espaces propres est 1 + 2 = 3 = dim R3

Conclusion : ’M est donc diagonalisable. ‘

3. La juxtapositon des bases des sous espaces propres ((1,0, —m), (0,1, —m), (1,m, m?)) est alors
une base de R3.

1 0 1 -1 0 0
Donc avec R = 0 1 m | inversible et D = 0 —1 0] ona M = RDR™! et
—m —m m? 0 0 2

M"™ = RD"R~! avec D diagonale, on a directement D".
Il resterait donc & calculer explicitement R~!.

4. a) On passe par la matrice associée dans la base de vecteurs propres :

0 00
papourmatrice:le(D—i—I): 0 0 0] et g a pour matrice :
3 00 1

1 1 00
Q=-—-(D-20)={0 1 0
3 00 0

(Les opérations entre matrices diagonales se font sur la diagonale)
Ona@QP=0et PQ=0et PP"=Pet Q"= pourn >1

Conclusion : | pqg=qp =0
pt=petq"=qgpourn € N* et p’ =¢° =1 pour n =0

b) On reconstitue f a partir de p et ¢ : f = 2p — g et comme p o ¢ = qop alors par le bindéme
f"=02p—q)"

k=0

- nz_l (Z) 2" (1) pog+ (=1)"q+2"p

k=1

le découpage étant valable pour n > 2 et encore vrai pour n =0 (p+ ¢ = Id) et n = 1
(—¢+2p=f)
Finalement

ff=0ED"qg+2"

= —(_;)n (f—21d)+2—;(f+1d)

2" —(=D)") f+ ! 2(-D"+2"1d

c) et sa matrice associée est

Conclusion : | M™ =3 (2" — (-1)" )M + 5 (2(-1)" +2")
et ay =5 (2" — (=1)") et b, = 3 (2(—1)" +2)
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d) 1l faut vérifier si le produit par la candidate inverse vaut I :

% (2" — (=1)") M + E (2(=1)"+2") I] B "= (-1)™") M+ E (2(-1)"+2")1I

’ 3
) % @ = T =) M % 2" =D @) " +2T) M
+ % eED"+2) 2" = (-1)") M+ % 2(=1)"+2) (2(—1) "+ 27 I

que ’on développe en se souvenant que M? = M + 21

(—2)" — (—%)n + 1) (M +21)
o ei-an (1))
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il faut aimer les calculs ... pour combien de points a I'arrivé 7 SImplement donner 'idée
est sans doute plus rentable !
Donc la formule est encore vrai pour n négatif

Conclusion : | La formule est vraie pour tout n € Z

Probléme

Partie I. Loi a 1 paramétre

On note un réel strictement positif. On considére la fonction f, définie par

A o~ MWT G >
_ | 3ze six >
H(@) { 0 siz <0

1. a) SuR% onax > etz #0 donc f, est C? comme composée et quotient de fonctions C?

b) Pour tout >0 on a :

En +oo: fy(z) = ﬁe—kﬁ — 0 d’ou
x 0 +00
A (7) -
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c¢) Pour tout z >0, on a :

MN[=3/2 s A 1A
f”<x):Z|:x5/2e ( )\\/_)—l-me 2\/_( 1—)\\/E)+x—e Ve 7
3

A e {W (1+ MW7) + MW7 (1+A2) — W

- 8x5/2

A 3
= 557 Af{ —7 (L+ M) +Xz| >0

Donc fy est conc convexe sur RY
d) Pour tracer I'allure, on ne place que les asymptotes en 0 (verticale) et a I'infini (horizontale)
et on n’oublie pas la fonction nulle sur R_
2. a) Soit F(z) = —e 2V
F' est dérivable sur R7 et

/ — m_>‘_
F'(7) = —e Afm—fx (z)

Conclusion : | F' est une primitive de f sur R7

b) fo x) dz est impropre en 0 et +00.
Pour € — OJr :

1
/ fr(@)de = —e 4 eV

—1—e?

donc fo fr (x) dx converge et vaut 1 —e™*

Et quand M — +o0:

M
/ f@)de = —e VM 4 e
1

— e_>‘

donc fl () dx converge et vaut e~

Conclusion : f0+°° fr(x)dx converge et vaut 1

c) fy est continue sur R* et positive. ffoo fr(@)de=0donc [T f(x)dr =1

Conclusion : ’ £ est une densité de probabiltés sur R‘
3. X de densité f\ et Y = A\WX

a) Pour tout z € R: F) (x) = [ fi(t
— pour x < 0: F) (x )—ffOOOdt—O
—pour x> 0: Fy(z) = ffoo 0dt + [ fa (t)dt
avec [7fA(t)dt = —e VT 4 peAVE o 1 — AV
donc Fy () =1 — e ?V?
b) Soit G la fonciton de réparition de Y :
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Pour tout z € R

etsix<0:G(m):P</\\/Y§x>:0

et on reconnait ula fonciton de répartition de € (1)

Conclusion : |Y — (1)

+o0 — . N
¢) On montre la convergence de [~ z"e™*dx impropre en 400 car r > 0 en comparant &
une usuelle (Riemann ou exp)

ahe /e /2 = g [e*/? — 0 car 2" = o0 (¢*/?) donc a"e™" = o (e~*/?)
De plus f0+°° e~ */2dx converge

. . . .. “+o00 _ 2
DOHC, par majoratlon de fOIlCltOIlS pOSlth@, fO x’e mdl’ converge egalement.

Conclusion : ’Y” a donc une espérance et pour tout r € N*

(pour r =0, on a Y° = 1 quin’est plus & denisté)

d) Pour tout M > 0, avec u (z) = 2™/ (z) = (r+1)2" : v/ () = e 1 v(z) = —e " avec
u et v de classe C"*

M y M
/0 e dr = [—x”le’ﬂo —/0 (—r+1)2"e "dz
M
= oM™ L0+ (r+ 1)/ re " dx
0

+o0
— (r+ 1)/ z'e " dx
0

Conclusion : |donc E (Y™) = (r +1) E(Y") pour tout r > 1
Et comme E (Y') = F(Y) =1 (loi e (1) ) on reconnait alors la suite factorielle et *

Conclusion : |pour tout r > 1: E(Y") =

e) Comme Y = \W/X alors X = (Y/\)® donc X" =

EYQT a une espérance et
1
E(X") = )\—2E (Y?r)

2r)!
Conclusion : | E (X") = ()\;) pour tout r € N*

Conclusion : | Enparticulier £ (X) =2/)\?: F (X?) = 24/\*
et V (X) =20/\*

4. la convergence en loi demande la limite de la fonciton de réparttion. Il faut donc la déterminer,
puis passezr & la limite.
Ici, la marche est haute & franchir et il faut prendre des initiatives...
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2

Les X} ont méme loi que X.
Et pour n € N* : M,, = min (X) et J, = Mz—_b”
Donc On détermine la fonction de répartiton G' de M,, :

(M,

P (M,

n’a, — 1 et n?b, — 0 strictement positifs.

>x) = ("tous >a") = ﬂ (Xx > x) donc
k=1
> z) =[P (X > z)]" par indépendace

0 siz <0

Donc G (z) = 1 — (1= F\(2)" = { | o ME o O M suit la méme loi pour le

paramétre nA que X

Puis, on détermine la fonction de répartition H de J,, :

(

P

M, — b,

= (M, > za, +b,) donc
Jn > ) =P (M, > za, +b,)

1 six < =
T e AnVEantbn gi g —;b”

Et comme =2 = _ngab" — 0 d’une part (conditions pour les formules) et
—Anvzxa, —i— b = —M\xa,n?+b,n?> — —\/z alors, la valeur 0 étant toujours supérieur a
=bn .

an

0 siz <0

< <
P(Jn_a:)—>{ l—e™o siz>0

ou l'on reconnait la fonciton de répartition de X

Conclusion : ’ J, converge en loi vers la loi de X ‘

Partie II : Estimation ponctuelle de \

(X k), indépendantes de méme loi que X.

= MWX et Vi = \WXg et Sp =

mdependantes.

Z i1 Y: et gr une densité de Si. On admet que Sj et Yy, sont

SiT et Z sont mdependantes avec leurs densités bornées alors 7'+ Z a une densité fr, définie par

froz (@) = [T fr(y

1. a) Les densités de Y et Y3 est f(x) = { .

) fz (x —y)dy

0 siz<0

_ ; sont bornées.
T six>0

Donc Sy a une densité donnée pour tout réel x par :gs ( f oo fflx—ydy
Il faut distinguer suivant que y S Oetz —ysS0<=zx sy

et donc distinguer suivant que r < 0

- Siz<0:

—+00

ff(x

0 +oo
—y)dy:/_ FW f@—pdy+ [ F@)f@—y)dy

0

0 +o0
:/ Ody+/ Ody=0carz—y <0
—00 0
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—siz>0

/:of(y)

(z—y dy+/f —y)dy

—y)dy

+o0
/ Ody—l—/eye (‘”ydy—ir/ Ody
xe

e “dy avec e~ " constante

—x

0 six <0

e est une densité de S,
e six >0

Conclusion : | gs (z) = { .

b) Pourn =2ona (2—1)! =1 et 227! = z et donc la formule coincide

L ),xnfle*x siz >0

Soit n > 2 tel que g, (x) = { (n=1)! alors la densité est bornée et Sy et

0 six <0
Yi11 sont indépendantes donc une densité de Sii1 = Sk + Yiy1 est :
—Six<0:
—+o00 0 “+oo
fWat-ndr= [ @i+ [ 0@y
—00 —00 0
0 +o0o
—/ 0dy—|—/ Ody=0carz—y <0
—00 0
—siz>0

)'y”_le_””dy avec e * constante

(n—1
1 11"
= e p—
(n—1)! nY 0
1 -, .n
E X

CQFD.

Conclusion : ’1& formule est donc vraie pour tout n > 2 ‘

1
c) D’apres le th de transfert, g~ aune espérance si f_JF;O 2 gn () dz converge absolument (
n
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1
ce qui équivaut a la convergence simple)S—

n
1

+oo 1 +o0
/ —gn (v)dx = / 2" 2 *dx converge sin —2 >0
o T o (n—1)!

1 e 1 n—2 _—x
_(n—1)/0 TR

1
(n—1)

et I'intégrale, immpropre en 0 diverge sinon (x" 2™ ~ ™2
1 1 1
Conclusion : | — a une espérance sin > 2et £ | — | =
Sy Sh n—1
q R R 1
e méme pour méme — :
p S%

et Riemann)

/ —0n (x)dx = / —— " 3¢ *dx converge sin — 3 > 0
0 T 0 (

n—1)!

1 foo
_(n—l)(n—Z)/O g’ ¢

1
(n—1)(n—3)

1

1 1
Donc — a une espérance si et seulement sin > 3 et £ <§> =
n

() -e(5) -2 ()

Donc, sin > 3 :
1 1

n-D(n-2 (m-17

(n—1)*(n—2)

1
Conclusion :| — a une variance si et seulement si n > 3 et

1 1
V(S_n) T —17(n—2)
H(\) =In (H Fa (:ck))

=Y In(f(zx))

u A
= In e_’\m) car x; > 0
S (5 :

_ Zi: [m (\) —In(2) — %mk - /\\/a:_k}

2. Ona:

=nln(\) —nln(2) —)\Z\/x—k— %Zlnmk
k=1 k=1

(n—1)(n—2)
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Donc H est dérivable en tout A > 0 et (les autres sont des constantes)

! n .
H O‘):X_Z\/x_k
k=1
=AY e VI
A

Donc H' (\) est du signe de n — XY~} \/Tx

A 0 e +00
2 k=1 Tk
n =AY e VT + -
H'(A) / N\
H(N)

n
Donc H a un unique maximum en \g = —7——.
> b1 VT
n
3. Soit X = ———~—=. (ce qui est rassurant par rapport aux calculs précédents)

> k1 VX

a) A est donc une réalisation de \*.

b) Il nous faut ici un estimateur dont ’espérance soit .
On recherche donc I'espérance de

N

" ZZ:1 Vv Xk
o
ZL AV X,
1
= nA— donc

Sn
E(V) =B (—
n =n Sn

et donc F/ (n— 1)\2) =A

n

Conclusion : |\, = A est un estimateur sans biais de A

Sa variance
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Le risuqge de A\, comme estimateur de \ est
. 1
()= gy

¢) On a donc p (5\”> — 0 quand n — +o0.

Conclusion :

Et quand n — +o00, la moyenne des écart quadratiques entre Anet A tendra vers 0.

On pourra, pour n grand, raisonnablement espérer qu’ils soient proche I'un de I'autre.

Partie III. Loi & 2 parameétres

1. Soit A\ et @ deuxparametres réels strictement psitifs. et

[ daz*lexp (—Az®) six >0
f*“(“")_{ 0 siz <0

a) 0+°° fra () dz est impropre en 0 (si a € ]0,1] ) et +o0.
Pour ¢ — 0" :

1 1
fra(x)de = / Mar® texp (—\z%) dx

= [—exp (—Az%)].
= [—exp(—=A) + exp (—Ae?)]

donc fo fra (z) dx converge et vaut 1 — e

Et quand M — +o0:
/ f)\a

= [—exp (—Az*)]}"

__—AM® -2

—-A

donc [[" fra () dz converge et vaut e

Conclusion : f0+°° fra (z)dz converge et vaut 1

fra est continue sur R* et positive. f_Jr;o fHa(x)der=1

Conclusion :
Soit W de densité fy, on dit que W suit la loi WB (A, «)
b) On note F), le fonction de répartition de WW.

fra est une densité de probabiltés sur R

Pour tout x réel :

~siw<0:Fyq(2z)=["_0dt=0

—pourz >0:F)(z) = fEOOOdt—l—foxf,\ (t)dt
avec [* faa (t) dedt = —exp (—Az®) 4 exp (—Ae®) — 1 — exp (—Az®)
donc Fy, (z) =1 —exp (—Az®)

c) Soit Z = Fy, (W)
Alors pour tout z € R :

(Z <z)=(Fa(W) <
(W Fya

x) or W > 0 et pour x € ]0, 1]

(v))
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car F), est continue et strictement croissante sur R* donc bijective vers ]0; 1]
Pour z < 0, ’événement est impossible , et il est certain pour x > 1.

0 siz <0
Donc la fonction de répartion de Fy, (W) vaut : ¢ Fh, (F/\_i (z)) =z size]0,1]
1 siz>1

Conclusion : | Fy o (W) < U 1

d) Z = F\, (W) peut étre simulée par random
Et on a donc W = Fy’ 1(Z) et il reste & déterminer la réciproque sur y € ]0; 1] :

1/a
l—exp(—A\a%) =y<= 2z = <—§ln (1-— y)) =exp(In(—In(1—y)/A\) /o)

d’ou la fonction, randomize devant au préalable intialiser le générateur de nombres aléa-
toires.

function W(lambda,alpha :real) :real;
begin

Z :=random ;

W :=exp(1ln(-1n(1-Z))/lambda)/alpha)
end ;

2. Soit K de densité fx nulle sur R™, continue sur R, de classe C! sur R? et strictement positive
sur R
On note F sa fonciton de répartition.
On pose R(z) =—In(1 — Fk (z)) et r (z) = R (x)

a) On suppose que K — WB (A, 2) avec A > 0

i. Fi est fonction de réparttion d'une variable & densité. Donc Fy est C! 1 ot la densité
(frz2) est continue : sur R et Fy (z) = fx (z) > 0 sur R}
Comme Fj. > 0 sur R* elle y est strictement croissante.
Comme Fi; — 1 en 400, alors, pour tout x réel, Fx (x) < 1let 1— Fg (z) >0

R(z) = —In(1 — Fk (z)) et donc R est C'' comme composée de fonctions C' et R’ = r
_F
est continue et r (x) = R’ (z) = _#K(ggi) >0
Fr2(0)
R (0)= —2~2_ =0
O =15 ®

Conclusion : | Donc r est continue sur R? et strictement croissante et 7 (0) = 0.

ii. On explicite r pour tout = > 0 :

’l“(.%’): _FI,((:E) _ f)\,Q(m)
1—FK($) 1—F)\’2<.’L')

_ 2)zexp (—Az?)

~ exp(—A2?)

=2z

d’oti la fonction de réparttion :
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N.B. pour passer par labijectivité de r, il faut déterminer sa limite en +oo, ce qui
demande d’expliciter r (z). Dés lors, autant en profiter !

donc, :

=0s1iz<0

1
et on reconnait la fonciton de répartition de WB <ﬁ’ 2)

Conclusion : |r (K) — WB (ﬁ, 2)

b) Réciproquement, r est strictement croissante, sur R,

_ _—Fi ()
et r(z) = 1= Fr (o)
Soit Z =1r(K) — WB (ﬁﬂ)

Alors, pour tout x > 0
(K <z)=(r(K)<r(z))

car r strictement croissante, sur R, donc, comme 7 (z) > 0

Fg(x) =P (K <)
=P (r(K) <r(z))
L (@)

1
4’

donc

3. Soit, pour x € R :
Y (@) n(w) 1

e SN iy

a) Soit Q (t) = Y27, (2 — t y)” > 0 somme de carrés.
et

n

Q)= (2 — 2t 24y + 1°37)

k=1

3
3
3

Astuce : polyome du second degré, positif ou nul pour tout ¢ € R.

Son discriminant est doncnégatif ou nul
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3

A=4

(Zkyk)] - 42 (vi) (27) <0

k=1

Conclusion : | (33—, zeyn)® < (Cr_yv2) (Ch, 22

)
b) Prémabule : La dérivée de z — a” = exp (zln(a)) est z — exp (aln (z))In (a) = In (a) a®
¢ est dérivable sur R (car wy >0 ) et

2oy ()" (I (w)* S0 (wn)” = ST (wi) " In (we) 35 (w) " In (wi) L1

(ZZ:1 (wk>x>2 w?
e ()" (I (wi)* Sy (wi)” = [y (wp)” In (wy))” L1

@' ()

(S, (wi)")? x?

et on utlise I'inégalité précédente (par ce que I'on ne sait pas quoi faire d’autre)

[Z(wk)xln(wk)] < [Z(wk)x] [Zln(wk)]

néne pas a la soution. On fait ensorte que (wy)” réapparaisseapres le carré (merci & marc
jalard)

>—>0

Donc ¢ est strictement croissante sur R .

¢) On note ng le nombre d’entiers ky de [[1,n]] tel que wy, = max (wg,) .

C’est donc le nombre des indices pour lesquels w prend sa valeur maximale.
Pour un nombre fini d’indice, le maximum est atteint au moins une fois, donc ng > 1
ng = n signifierait que ce maximum est atteint pour tous les indices, donc que wy, serait
la méme valeur pour tout k.
Et comme ils sont supposés non tous égaux,
Conclusion :
d) On factorise par le prépondérant pour avoir un équivalent quand x — +oc.
C’est I'exponentielle de plus grande base. Soit wy, une telle base

oo+ Y (5’“)96

k [ wip=wg, k [ wiFwg,

> = () Y (25) =

k=1 k=1

:no(wko)xnio oo+ Y (ﬂ)m

_ W
k/ Wp=W k/ W F Wk
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et pour les k tels que wy # wy, on a 0 < <$Tk> < 1 et donc les termes tendent verts 0 et
0

L[] tend vers 1.
no

Conclusion : | >~} _; (wg)” ~ ng (wi,)” quand z tend vers +oo

e) On a alors

_ 2 (we) " In(wy) 1

A > Y A L
() Ty () ()

T ZZ:1(wk)z €T
1o (W, ) no(wg )"
S () () 4
- S (W) T
No=—7———==
”0(wk0>

avec

n(s,i)mln(w”: > (wy)+ Y (w’“>m1n(wk>

_ Wrg
k | wi=wy, k | wpFwy,

— ngIn (wy,)

Conclusion :| donc, avec wy, la plus grande valeur de wy,
¢ () — In (wg,) quand z — 400 (0 si wg, =1)

f) 1l faut encore déterminer la limite en 0 pour appliquer le théoréme de bijection :

Sia>0onaa”=exp(zrln(a)) — exp(0) =1 quand x — 0 donc

_ 2 (wi) I (we) 1

o) = wmy a

— —oo quand x — 07

Conclusion : | ¢ () — —oo quand x — 0

et il reste & déterminer si = 3" In (wy) est bien dans lintervalle image.
Pour tout & € [[1;n]] on a w, < wg, donc In(wy) < In(wy,) et + 30 In(wy) <
7 kot I (wpg) = I (wp )

avec inégalité stricte car car I'un au moins des termes est < wy,.

Conclusion : | £ 37" In (wy,) < In (wg,)

Finalement, ¢ est continue et strictement croissante sur R’
Donc bijective de R* dans |—oo, In (wy,)] .
de plus = >0 In (wy) € |—00, In (wy,) -

Conclusion : | I'équation ¢ (z) = L 371 In (wy,)
a une unique solution sur R*

4. Pour tout k € [[1;n]] on suppose Wy < WB (A, «). et wy une rélalisation
Soit G (A, @) = In ([[—y faa (we)) = Dy In (fra (wr))
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a) fra (wg) = Aaw) ' exp (—Awg) car wy > 0

Donc G est de classe C? sur (Rj)2 (pour que la fonction f;, soit définie par I’énonceé) car

fra (wg) >0

9 (Aawy " exp (—Awy))
oA

= aw) Mexp (—Awg) (1 — Awy)

0 (Aawy " exp (—Awy)) _ { wexp (—Awg) + aln (wy) wi™?

dar —I—ozwg_lexp( Awg) X

= o [wp exp (—Awy) + Adwyexp (—Awy) X —wj]

exp (—Awy)
(=AIn (wg) wy)

= wi texp (—Awf) [1 4+ aln (wg) — aXIn (wy) w]

oG . - 1 af)\,a (U)k)
oy M) = 2 fra () OA
n 1 B
= — awy exp (—Awy) (1 —
; Aow,, 1exp(—/\wg‘) [ k ( £ (
1 & o n " o
= (1= Awy) = " p
k=1 k=1
oG R 1 Ofna(wy)
O (A, 0) =  fra(wp)  Oa

oL exp (—Awg)

o

I
(]
>
Q
RS
—_

Sl

I
Q| m

—_

1+ aln(wg) — aXln (wg) wy]

—A Z In (wy) w
k=1

Donc (A, ) est un pomt critique si et seulement si :

B
Il
—

Qli
+
Fﬂ
5
§

n
n N n
S wp =0 A=
A D ko1 Wi

« étant lui méme déteriné par :

Ay~ exp (—Awg) 1+ aln (wg) — aXln (wg) wi]

g—FZln(wk) —)\Zln(wk)w,‘j =0 <= o ;Zln(wk)w? = —EZIH(wk)
k=1 k=1 k=1

n

1 1
= - - =
o Zk:lwz‘ékl

ou l'on voit réaparaitre

In (wg) wy = ——Zln (wi)
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n

Et cette équaito a une seule solution a = & d’ou la valeur A = \ = = 5
D k1 Wh

Conclusion : |G a un unique point critique (5\, (34)

b) Sur I'ouvert, (Ri) , pour vérifier si 'on a un extermum local on détermine les dérivées
partielle secondes.

On avait
oG N
£ (A a)= N T2 W
k=1
oG N = o
o A\ )= o + Zln(wk) — )\Zln(wk)wk
k=1 k=1
donc
0*G n
= M=
0*G a N
$= 555 N\ a) = —;ln(wk)wk

32G n " 2
t= W()\,a) = —?—)\;ln(wk) wy

(2221 wl%)2

r = -

n

s = —Zln(wk)w,f
k=1

n
n n

ST i 2

. [ L, Yy <wk>2ws]

t=— In (wy)? wi

a2 22:1 w,‘g‘

d’ou

A 2
1 S In (wy)? wg = .
il = 4 _ 1 &
a? i D ket Wi Z n (1)

rt — 87 = —
n
k=1
1 n 2 n n n 2
== (Z w,‘i‘) —|—Zln (wk)2ngwg‘ — (Z In (wa,‘j)
k=1 k=1 k=1 k=1
avec, a nouveau
n 2 n n n n
& a/2\? a/2\? 2, 6 &
Z In (wg)wy | < (ln (wg) wy, ) (wk ) = Z In (wg)” wy Yy wy,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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donc

n 2 n n n n
rt — s* > L (Zw,ﬁ‘) +Zln(wk)2w,°;‘2wg‘—Zln(wk)Zw,wag‘
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
" 2
% <Z w,?) >0
k=1

Sur 'ouvert (Ri)z , la fonction GG un unique extremum local : en (

et comme r < 0, c’est un maximum local

v

X,d)

Conclusion :

Bilan : derniére partie fortement discriminante.
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